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PRÉFACE. 



Le Traité d'Analyse que je publie aujourd'hui est destiné 
aux personnes qui, n'ayant pas le moyen de consulter un 
grand nombre d'Ouvrages, ont le désir d'acquérir des con- 
naissances étendues en Mathémaliques. Il contient, outre le 
développement des matières exigées des candidats à la licence, 
le résumé des principaux résultats acquis à la Science. 

Je n'ai pas la prétention de croire que la lecture d'un ou- 
vrage unique puisse remplacer l'étude laborieuse des Mé- 
moires des grands maîtres de la Science; mais enfin il est 
souvent difficile de se procurer ces Mémoires, et je pense 
que l'on ne m'en voudra pas, si j'ai essayé de faire connaître 
une partie des trésors qu'ils renferment. 

Le P' Volume contient une théorie élémentaire des séries, 
le Calcul différentiel et ses applications analytiques. 

Les principes de ce calcul y sont exposés, je crois, avec 
toute la rigueur qu'on est en droit d'exiger. Je suis parvenu 
à ce résultat en prenant pour base du Calcul différentiel le 
fameux théorème de Rolle, tel qu'il a été énoncé par M. O. 
Bonnet et la formule de Taylor qui en découle immédiate- 
ment. 

Les applications sont relatives à la théorie des formes, à 
l'élimination et à la recherche des maxima. Bien que la 
théorie des formes ne soit pas exigée des candidats à la li- 
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cence, elle pourra être lue avec fruit par eux et être considé- 
rée comme un bon exercice sur le changement de variables. 
J'ai donné sur l*élimination des développements qui trou- 
veront leur application plus lard, et je me suis permis d'ex- 
poser mes propres recherches sur ce sujet, parce qu'elles 
jettent, je crois, un jour nouveau sur cette théorie restée un 
peu obscure jusqu'ici, et qu'elles ont d'ailleurs été entreprises 
précisément en vue de cet Ouvrage. 

Le IP Volume contiendra des applications géométriques 
des théories exposées dans le premier, à savoir la théorie des 
tangentes et des plans tangents, des enveloppes, de la cour- 
bure, et du contact en général. La théorie des lignes tracées 
sur les surfaces est renvoyée au Calcul intégral, où elle sera 
traitée plus à fond que dans la plupart des autres Traités 
d'Analyse. Les derniers Chapitres de ce Volume sont consa- 
crés à une théorie sommaire des points singuliers et des 
asymptotes; l'étude plus approfondie de cette question sera 
faite après les théories de Cauchy sur les fonctions des va- 
riables imaginaires, en prenant pour guide les travaux récents 
de MM. Halphen, Nôther, etc. 

Le IIP Volume traite du calcul des intégrales indéfi- 
nies et définies, des intégrales des différentielles à plusieurs 
variables et des intégrales multiples. 

On voudra bien remarquer combien je me suis efforcé d'être 
rigoureux dans cette partie du Calcul intégral, avec quelle cir- 
conspection j'ai fait usage des règles de la différentiation 
sous le signe f et des lois de la continuité. 

Les applications analytiques sont relatives à la théorie gé- 
nérale des fonctions et de leurs développements en séries; 
elles résument une des plus belles parties de Tœuvre de Cau- 
chy et de ses disciples. J'ai essayé de restituer à cet illustre 
géomètre une part que l'on a essayé de lui ravir dans ces 
derniers temps. En particulier, j'ai exposé une méthode qui 
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lui est due pour le développement des fonctions en séries 
trigonométriques, fondée sur le calcul des résidus, qui est 
tout aussi rigoureuse que celle de Dirichl^ et qui entre bien 
plus profondément au cœur de la question. 

Un Chapitre est consacré à l'interpolation des fonctions nu- 
mériques ; on y trouve une théorie très développée des fonc- 
tions eulériennes, le calcul des dérivées à indices quelconques 
et les éléments du calcul inverse des intégrales définies, le 
développement en fractions continues et la théorie des fonc- 
tions de Legendre, qui sera d'ailleurs reprise à un autre point 
de vue dans le Volume suivant. 

Le Volume se termine par l'étude des fonctions algébriques 
ou, si l'on veut, des courbes algébriques ; on y trouvera la 
théorie des points singuliers, dont j'ai parlé plus haut, et 
celle de la transformation des courbes planes. 

Le IV® Volume est consacré aux équations différentielles 
ordinaires, il contient deux démonstrations rigoureuses de ce 
principe : que tout système d'équations différentielles ordi- 
naires admet une intégrale. La discussion approfondie de ces 
démonstrations conduit, d'après Cauchy, à une théorie com- 
plète des solutions singulières. Avant de parler des méthodes 
connues d'intégration, j'ai pensé qu'il serait bon d'exposer la 
théorie des fonctions elliptiques et abéliennes, qui inter- 
viennent de plus en plus dans la théorie des équations diffé- 
rentielles. La théorie des fonctions elliptiques est exposée 
d'après les méthodes de Cauchy, celle des fonctions abéliennes 
en suivant de très près le fameux Mémoire de Rieraann et en 
faisant usage de son plan multiple, sans toutefois faire inter- 
venir le principe de Dirichlet. Parmi les applications de la 
théorie des fonctions elliptiques, on voudra bien remarquer 
une exposition assez simple des propriétés des cubiques planes 
et des biquadratiques gauches; enfin une belle démonstration 
du théorème de Poncelet sur les polygones inscrits et circon- 
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scrits aux coniques due à M. Hermite. Le Volume se termine 
par la recherche des maxima des intégrales simples. 

Le V* Volume renferme la théorie des équations aux déri- 
vées partielles, la théorie des lignes tracées sur les surfaces et 
des coordonnées curvilignes, la théorie des complexes, enfin 
quelques mots sur la variation des intégrales multiples. La 
théorie des équations du premier ordre et des équations &ux 
différentielles totales y est exposée en détail et avec rigueur; 
mais la théorie des équations à plusieurs inconnues et des 
ordres supérieurs, sur laquelle on ne connaît que fort peu de 
chose, laisse à désirer sous ce point de vue; ainsi j'ai sou- 
vent différentié, sous le signe y, des expressions qu'il n'était 
pas permis de traiter de cette façon; j'ai aussi admis, comme 
un postulatum, le principe de Dirichlet. Il m'a semblé que 
les démonstrations que l'on a essayé de donner de ce principe 
étaient trop compliquées et pas tout à fait rigoureuses. Les 
applications géométriques roulent sur la théorie des lignes 
de courbure, des lignes a sympto tiques, des lignes géodésiques 
et, en général, des lignes que l'on peut tracer sur une surface. 
La théorie des coordonnées curvilignes et des surfaces ortho- 
gonales y est exposée avec détail ainsi que la théorie des 
complexes. 

Le VP et dernier Volume contient quelques théories 
détachées qui trouveraient difficilement leur place dans le 
corps même de l'Ouvrage et dont il serait trop long de faire 
l'énumération. 

A la fin de presque tous les Chapitres, j'ai eu soin de pla- 
cer des exercices ou des notes, pour la plupart du temps ex- 
traites des œuvres des maîtres de la Science et destinés à 
éclairer ou à compléter les matières exposées dans le texte. 

Dans cet Ouvrage, on trouvera peu de figures, peu de dé- 
veloppements relatifs à la Géométrie pure ; c'est avant tout un 
Traité d'Analyse et, si l'on y rencontre de la Géométrie, c'est 
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qu'elle vient compléter et élucider l'Analyse. D'ailleurs la 
Géométrie a des méthodes qui lui sont propres, et elle doit 
être étudiée dans des Traités spéciaux. On comprendra donc 
pourquoi je me suis si peu étendu sur l'homographie et sur 
les autres méthodes de transformation des figures; le dévelop- 
pement de ces belles théories doit surtout faire l'objet des 
Traités de Géométrie pure. 

Enfin^ pour faire comprendre dans quel esprit est écrit ce 
Traité d'Analyse, qu'il suffise de dire que l'auteur est un 
ardent disciple de Gauchy, de ce géomètre incomparable dont 
Abel disait qu'il avait puisé toutes ses connaissances dans ses 
écrits. « Un tel aveu, dit O. Terquem, est le meilleur des 
panégyriques. » 

Je dois remercier, en terminant, mon excellent ami M. E. 
Lucas, professeur de Mathématiques spéciales au lycée Saint- 
Louis, qui a bien voulu me prêter son précieux et bienveil- 
lant concours pour la correction des épreuves. 
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INTRODUCTION. 



I. — Des fonctions. 

Autrefois on appelait/onc^/on^ d'une quantité les diverses 
puissances de cette quantité, puis on a étendu le mot de 
fonction à toutes les expressions analytiques que l'on peut 
former avec cette quantité; voici la définition plus précise 
qui semble adoptée aujourd'hui et que nous adopterons dans 
ce qui va suivre : 

Deux quantités sont fonctions l'une de Vautre quand, 
l'une d'elles restant constante, l'autre reste constante 
aussi. 

Cette définition comprend celle de la constante : c'est là 
un inconvénient de peu d'importance, car il sera toujours facile 
L. — Traité d'Analyse, I. i 
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de préciser dans chaque cas particulier; il est, d'ailleurs, le 
plus souvent utile de considérer le cas où la fonction devient 
une constante. 

Une quantité / sera dite fonction de plusieurs autres 
X, y^ Zj ... quand, celles-ci restant constantes, /restera con- 
stante aussi ; on voit donc que, si/ est fonction àex^y^z^ . . . , 
elle sera fonction de chacune de ces variables en particulier, 
prise isolément, les autres restant constantes'. 

De là résulte que notre définition du mot fonction com- 
prend celle des fonctions analytiques que l'on considérait 
autrefois et celle de toutes les autres fonctions, telles que les 
fonctions empiriques dont la forme n'est donnée que par des 
phénomènes naturels. 

II. — Continuité des fonctions. 

Nous dirons qu'une fonction y(^) est continue pour^r = a 
quand, étant donnée une quantité positive quelconque s, aussi 
petite que l'on voudra du reste, il existera une quantité posi- 
tive H telle que, h étant moindre en valeur absolue que H, 
f(a-{-h) ait une valeur unique et bien déterminée, et que 
l'on ait 

val. abs. [/{a -\- h) —/(«)] < s, 

quelle que soit d'ailleurs la valeur attribuée à h. 

Une fonction, y/x par exemple, peut avoir pour chaque 
valeur de x plusieurs valeurs et cependant être continue, s'il 
est possible de séparer ces valeurs de telle sorte que l'accrois- 
sement h donné à x entraîne toujours sans ambiguïté un 
accroissement, et un seul, bien déterminé pour la fonction. 

Théorème I. — Si une fonction f(x) est continue pour 
toutes les valeurs de x comprises entre a et 6, si de plus 
f{a) etf{b) sont de signes contraires, il existera une valeur 
CL de X, comprise entre a et 6, telle que Von ait f {et.) = o. 

Pour le démontrer, désignons par « un nombre entier quel- 
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h — /y 

conque plus grand que i, posons ^ = A et formons la 

suite 

/(«)»/(«-t-^Oî /(«-+- a A), ..., /(a -4-/1 — i/t), /(^>), 

Si l'un des termes de cette suite était nul, le théorème 
serait démontré; si aucun d'eux n'est nul, il en existera deux 
consécutifs au moins qui seront de signes contraires, puisque 
le premier et le dernier sont de signes contraires; appelons 

ces termes f{o,\ ) et f{b\ ), posons — = A| et considé- 

rons la nouvelle suite 

si aucun des termes de cette suite n'est nul, auquel cas le 
théorème serait démontré, il existera deux termes consécutifs 

/(«o) et/(6o) de signes contraires; posant-^— — - =h2,oa 

considérera la nouvelle suite 

En continuant ainsi, on formera deux séries de nombres 

ûT, ai, «2» • • • ? ^m? • • • et 6, 6|, 621 • • • î ^/«? • • • ? les premiers 
croissants, les seconds décroissants, ou plutôt tels que 

a '^ aj ; a2 ' ' . . . , 6 ^ 61 ^ 62 - • • • • 

En général, f{a,n) eif{bm) sont de signes contraires et 

, y b — a 

or les nombres «^^^ vont en croissant sans dépasser b : ils ont 
donc une limite a. Les nombres bm ont de même une limite j3 ; 
or, en vertu de (i ), bm — am tend vers zéro quand m aug- 
mente indéfiniment : donc 

Wmbni — lima/ji==o ou a = p. 

Ceci posé, considérons/(a); <2,„ et bm différant de a d'aussi 
peu que l'on veut, on pourra prendre en valeur absolue 
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or, zéro étant compris entre/(am) ^^/(^m)? on aura alors, a 

fortioriy 

/(a) — o<e ou /(a)<£. 

Mais une quantité fixe /(a) qui peut être rendue moindre que 
e, quelque petit qu'il soit, est nulle : donc, etc. c. q. f. d. 
On conclut de là cet autre théorème : 

Théorème IL — Une fonction J{x) continue entre les 
limites a et b ne peut passer de la valeur /{a) à la valeur 
f{b) sans passer par toutes les valeurs intermédiaires. 

Supposons en effet /{a) <C. [ji<^/(6); si Ton considère la 
fonction y*(j?) — [jl, cette fonction sera évidemment continue 
pour toutes les valeurs de x comprises entre a et b. Donc, 
/{a) — [Jl étant négatif, f{b) — [jl positif, /(^) — p. passera 
par zéro pour une valeur de x comprise entre a et 6, ouf(x) 
deviendra égal à [jl. * . c. q. f. d. 

La réciproque de ce théorème n'est pas vraie ; une fonc- 
tion qui ne saurait passer de la valeur /(a) à-la valeur/(6) 
sans passer par toutes les valeurs intermédiaires n'est pas pour 

cela continue :sin-> par exemple, ne peut passer de — i à 

-4- I sans passer par toutes les valeurs intermédiaires, et ce- 
pendant cette fonction est discontinue pour a: = o ; et non pas 
parce qu'elle est indéterminée pour x = o^ car, comme elle 
n'est pas définie pour cette valeur de Xy on peut lui assigner 
pour X =: o IdL valeur zéro, et considérer une fonction /{x) 

égale à sin - > excepté pour ^ = o, et égale à zéro pour x = o. 

Une pareille fonction/(^) n'est pas continue, parce que/(A), 
quelque petit que soit A, ne peut pas rester moindre qu'une 
quantité arbitraire e. Toutefois on peut dire que : 

Théorème IIL — Si une fonction f(x) croissante (ou 
décroissante) quand x varie de a à b ne peut pas passer 
de f{a) à f(^b) sans passer par toutes les x^aleurs intermé- 
diaireSy elle est continue dans cet intervalle, pourvu qu^elle 
ait une valeur déterminée pour chaque valeur de x. 
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En effet, soît a<^c<^b\ je dis que l'on peut choisir H 
assez petit pour que, h étant moindre en valeur absolue que 
H, on ait en valeur absolue 

(I) /(c-i-A)_/(c)<£, 

e étant une quantité donnée quelconque. En effet, si l'on ne 
pouvait pas satisfaire à cette inégalité pour une certaine valeur 
donnée de e, c'est que f{x) ne pourrait pas passer par les 
valeurs comprises entre /(c) et/(c)+e, car f(x)y étant 
croissant avec Xj ne pourrait pas passer par ces valeurs pour 
j;<^cnî pour x^ c] puisque, /(c + h) étant plus grand que 
/(c) + e ou égal à /(c) + e, pour des valeurs de x plus 
grandes que c 4- A,y(^) sera encore plus grand : donc on 
devra pouvoir satisfaire à (i) et /(^) sera continu. 

Ainsi, par exemple, si a ^ o, j? variant de o à oo , a;* croît, 
et, comme on peut toujours prendre a:* = [ji, [jl étant positif, 
on peut en conclure que ;r* est continu pour les valeurs posi- 
tives de Xj car x* a d'ailleurs une valeur déterminée pour 
chaque valeur de x. 

Remarque. — Si f{x) est continu pour toutes les valeurs 
de X voisines de c, la limite de f{c -\- h) quand h tendra 
vers zéro y ou de f{x) quand x tendra vers c, seraf{c). En 
effet, /(:r) étant continu pour :r = c, /(c+ A) — /(c) peut 
être rendu moindre (^ue e; donc 

lim[/(c-f-A)~/(c)] = o ou \\mf{c-^h)=f{c). 

Ceci permet de démontrer très simplement que la somme 
ou le produit de plusieurs fonctions continues est continu, 
que le quotient ou la différence de deux fonctions continues 
est continu, que siy*(w, v) est fonction continue de w et de (^, 
uei V étant fonctions continues de a:,/ est aussi fonction con- 
tinue de X, 

Démontrons seulement cette dernière proposition, qui ré- 
sume les autres : 

Changeons ^ en;r + A, u deviendra w -f- a et (^ deviendra 
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ç-^p; a et ^ tendront vers zéro, d'après noire remarque, 
pour h= o; mais, / étant continu par rapport à u et i>^ 
/(m + a, r+ P) différera très peu de/(w, i^ + P), lequel dif- 
fère aussi très peu de/(w, p) ; donc /(w^-a, (^+p)a pour 
limite /(w,^) quand a et ^ tendent vers zéro, c'est-à-dire 
quand X tend vers zéro. Cela revient à dire quey*(w, (?) est 
continu par rapport à x. 

J'ai développé ces démonstrations dans mon Traité d^Al- 
gèhre, mais je crois devoir les reproduire dans cette Introduc- 
tion, qui est faite pour combler les lacunes qui existent 
généralement dans les Traités d'Algèbre, rédigés conformé- 
ment aux programmes officiels. 



III. — Continuité des fonctions imaginaires (^). 

Nous appellerons, avec Cauchy, fonction d\ine variable 
imaginaire x -\-y>J — i toute expression de la forme 

où X et Y sont fonctions de x ely. Plus tard nous restrein- 
drons la généralité de cette définition : nous dirons que la 

fonction X -+- Y y/ — i est continue si X et Y sont des fonc- 
tions continues de x et de y. Il en résulte que, si 

f{x'\-y\j — .i) est fonction continue de x-\-y^ — i, on 
devra pouvoir prendre H et K assez petits pour que, h et k 
étant moindres en valeur absolue que H et K, on ait 

mod y{x -h h -4-j-f-/c /^^) — /(a^ -^ y /^^)] < e, 



( ' ) Je préviens le lecteur que, pour moi, ^Z — i n'est pas une quantité qui 
élevée au carré donne — i, et je ne conviens pas de faire usage de ce signe 
^ — 1 en vertu de la généralité de V Algèbre. Plusieurs théories très rigou- 
reuses des imaginaires ont été données par Cauchy. On peut, par exemple, 
considérer les égalités entre imaginaires comme des congruences relatives 
au module i* ■+• i. (Voir mon Algèbre.) 
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car celle inégalité revient à 

mod[X(a7-f- A, 7 -h k) —X{x,y) 

-H /^^Y(a:-i- A, 7 -H A:) — /-~ Y(ar,y)] < £; 

or, X et Y étant continues, les différences qui sont entre 

les crochets peuvent être rendues moindres que - : donc le 

module de leur somme sera moindre que e. La réciproque est 
évidente, car le module d'une imaginaire ne peut être très 
petit que si chacune de ses parties est très petite. 

11 est clair aussi que, si une fonction est continue, son ai 
gument et son module sont continus, et vice versa. 



IV. — Sur la représentation gôométriqne des imaginaires. 



Une imaginaire x-\-ysJ — i ou x -\- yi peut être repré- 
sentée par le point qui, par rapport à deux axes rectangulaires 
fixes, a pour coordonnées x ely; et vice versa, tout point de 
coordonnées Xy y peut servir à représenter géométriquement 
l'imaginaire x -\- y\' — i. Cauchy appelle l'imaginaire 

Vafjixe du point (:r, y). 

Quand nous dirons que le point :r 4-jk y'' — i décrit une 
courbe C, il faudra entendre par là que le point (^,jk) qui a 
pour affîxe l'imaginaire x -{-y \/ — i décrit cette courbe. 

Posons 

X -i-y / — I = /• (cos6 4- y/ — 1 sin6 ) 

ou bien, ce qui revient au même, 

X = rcos^, y =^ rsinb. 



r et 8 seront le module et l'argument de^ H-^ \J — i ; ce seront 
aussi les coordonnées polaires du point (^, JK)î ^ <^t 8 pour- 
ront conrme a: etj^ servir à représenter l'imaginaire a: -f-v y/ — 1. 
Ainsi une imaginaire pourra être représentée par ime droite 
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égale à son module, faisant avec un 'axe fixe un angle égal 
à son argument. L'avantage de ce mode de représentation 
résulte du théorème suivant: 

La somme de plusieurs im,a g inaires est représentée par 
la résultante des droites qui représentent ces imaginaires. 

En effet, soient 

ar-f-jy/nr, ar'-HjV-^i', x'''r-y>/^, ...^^ 

des imaginaires ; 

{x -\- x' -^ x" '\- . , .) -^ {y '\- y -\- y" -\- . . .) )/ — I 

leur somme; x^y sont les projections sur les axes de coor- 
données de la droite /' qui représente x-\-y\J — i, ...; 
donc X -\- x^ -^r x^^ '\- • ^ ' est la somme des projections des 
droites qui représentent les imaginaires en question sur l'axe 
des X : c'est la projection de leur résultante sur cet axe ; 
y -^y '^y ^ ' ' • serait la projection de la même résultante 
sur Taxe desjj^, ce qui démontre le théorème. 

Corollaire. — L^e module d'une somme est moindre que 
la somme des modules de ses parties. 



V. — Notions sur les infiniment petits. — Nouvelle définition 

de la continuité. 



Nous appellerons quantité infiniment petite ou infiniment 
petit toute quantité variable ayant pour limite zéro. 

Nous appellerons quantité infinie toute quantité variable 
que l'on pourra prendre plus grande que toute quantité 
donnée. 

Nous avons souligné à dessein le mot variable. Il n'y a pas 
de quantité fixe infinie ou infiniment petite ; zéro n'est pas 
infiniment petit, parce que zéro est fixe. 

On fait usage des mots que nous venons de définir pour 
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abréger le langage et pour simplifier certaines locutions. Par 
exemple : 

1** On dit que - est infini pour j; = o ou quand x tend 

vers zéro : c'est une manière abrégée d'énoncer ce fait, que - 

croît au delà de toute limite et peut être pris plus grand qu'une 
quantité donnée quelconque quand x s'approche de zéro suffi- 
samment. On dit aussi que - est infiniment grand quand x 

est infiniment petit. 

2" On dira que x^^ x^^ . . , sont infiniment petits en môme 
temps que x, au lieu de dire que x^, ^', ... ont pour limite 
zéro quand x a lui-même pour limite zéro. 

3'* Il est absurde de dire que deux droites parallèles se 
rencontrent à l'infini : deux droites parallèles ne se rencon- 
trent pas du tout. De pareilles locutions échappent parfois, je 
dirai même sont employées assez volontiers pour abréger le 
langage; nous les emploierons le plus tard possible et seule- 
ment quand le lecteur sera familiarisé avec la notion infini- . 
tésimale. Voici maintenant à quel propos on peut dire que 
deux parallèles se rencontrent à l'infini. 

Je suppose que D soit une droite fixe; si autour d'un 
point A pris en dehors de D on fait tourner une droite D' de 
manière à lui faire faire avec D un angle a de plus en plus 
petit, le point d'intersection de D et D' s'éloignera indéfini- 
ment du point A; sa distance au point A est donc infinie 
quand V angle cl est infiniment petit» 

On dit alors que les deux droites devenues parallèles se 
rencontrent à l^ infini. 

En acceptant les définitions que nous venons de donner, 
on peut dire qu'une fonction continue est une fonction qui 
prend toujours un accroissement infiniment petit quand on 
donne à sa variable un accroissement infiniment petit quel- 
conque. 

Cette nouvelle définition a seulement sur celle que nous 
avons donnée plus haut l'avantage de la concision ; mais il ne 
faut pas oublier, pour l'exactitude, de dire que l'accroisse- 
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ment de la variable est un infiniment petit quelconque : ce 
qui veut dire que Taccroissement de la fonction tend vers 
zéro, de quelque manière que l'on fasse tendre vers zéro 
l'accroissement correspondant de la variable. 

Ces définitions conviennent aux quantités imaginaires 
comme aux quantités réelles; disons seulement qu'une quan- 
tité imaginaire est infinie quand son module est infini et 
qu'elle est infiniment petite quand son module est infiniment 
petit. 

Rappelons, en terminant cette Introduction, un principe 
sur lequel nous avons fréquemment l'occasion de nous 
appuyer. 

Lorsqu^ une quantité variable croît, sans dépasser une 
quantité fixe, elle a une limite égale ou inférieure à cette 
quantité fixe. 

Quand une quantité variable décroît, sans devenir infé- 
rieure à une quantité fixe, elle a une limite égale ou 
supérieure à cette quantité fixe. 
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THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 



I. — Définitions. 

On appelle série une suite illimitée de termes qui se for- 
ment et se suivent d'après une loi déterminée. On appelle 
encore les séries suites infinies. 

Une série est convergente quand la somme de ses n pre- 
miers termes tend vers une limite déterminée, lorsque // 
augmente indéfiniment, en suivant du reste une loi quel- 
conque ; cette limite est ce que l'on appelle la valeur de la 
série ou la somme de ses termes. 

Une série qui n'est pas convergente est appelée divergente, 
La série 

(«0 — 3ti)-h(ai — a2)-l-(a2 — a3)-i-(a3 — a4)-f- . . . -i-(a„-i — a«)H- . . ., 

dans laquelle a^ désigne un nombre qui a pour limite zéro, 
lorsque n augmente indéfiniment, est convergente, car la 
somme de ses n premiers termes est ao — a„, et cette quan- 
tité a pour limite ao pour n = oo , 
Au contraire, la série 

-4-1 — I -i- I — I -1 - I — ... — I -;- I -r . . . 

est divergente, car la somme de ses n premiers termes est 
alternativement zéro et i ; elle ne tend par conséquent pas 
vers une limite déterminée lorsque n croît d'une manière 
quelconque. 

On comprend difficilement comment d'illustres analystes 
ont pu écrire des formules telles que 

(A) H-i — i-i-i — i-i-... = - 
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(Leibnitz, Lettre à Christian Wolff. — Euler, Institu- 
tiones Calculi differentialis et integralis. Pars posterior, 
Cap. I, etc.). 

Une série divergente ne saurait représenter-» En effet, 

quelle idée peut-on se faire d'une somme composée d'un 
nombre illimité de parties? En toute rigueur, on n'a pas 
même le droit d'écrire 

( I ) ao = ( ao — ai ) H- ( ai — «2 ) + . . . -4- ( a„ — a,^., ) -h . . . 

lorsque a^ tend vers zéro, c'est-à-dire lorsque la série est 
convergente. On le fait cependant, mais seulement en vertu 
d'une convention qui consiste à séparer une série conver- 
gente de la limite vers laquelle tend la somme de ses termes 
par le signe =. Ainsi la formule ( i ) est une manière abrégée 
d'écrire 

ao = lim [(ao — ai ) -î- . . . -f- ( a,^ — a„4.i )] pour /i = oo . 

La formule (A) est donc absurde, puisque la limite de la 
somme de. ses n premiers termes n'existe pas : cette limite 

n'est donc pas égale à -• 



II. — Théorèmes sur la convergence. 

Théorème I. — Pour qu^une série soit convergente, iL 
faut que ses termes diminuent indéfiniment Jusqu'à zéro. 

En effet, soit la série 

Uq ~t- U\ —- U^ -\- U^ -r- . . . -\- Ufi -{- .... 

Soit, en général, s^ la somme des n premiers termes; on a 

( I ) Sfi-\-i — Sn= Ufi' 

Si l'on suppose la série proposée convergente et si l'on désigne 
sa valeur par 5, on aura 

lim 5^+1 = 5, 
lim 5,1 = s\ 
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donc 

Vimsn+i — lim Sn = lim(5„4_j — Sn) = o. 

Donc, en vertu de ( i ), 

lim Un = o. 

Remarque I. — La démonstration que nous venons d'em- 
ployer, comme du reste toutes celles que nous emploierons 
dans l'exposition de ces principes, est basée sur le calcul des 
limites; elle précise le sens que nous devons attribuera la 
locution diminuer indéfiniment. Quand nous disons que w„ 
doit diminuer indéfiniment, nous devons entendre par là que 
celte quantité, réelle ou imaginaire, doit avoir zéro pour 
limite, rien de plus : ainsi Un peut tendre comme on veut 
vers zéro; il n'est nullement nécessaire, par exemple, que 
Ton ait 

Remarque II. — On aurait également pu écrire les équa- 
tions suivantes : 

WmSn-irp ~ s, 

\\msn, =s\ 
d'où, retranchant la deuxième de la première, 

lim Ufi -f- W/J4-1 -f- Ufi-k-t -4- . . . -f- Ufi-hp-i = o , 
ce qui conduit à ce résultat : 

Pour qu'une série soit convergente, il faut que la somme 
des p termes qui suivent le n^^^^ ait pour limite zéro 
quand n augmente indéfiniment j quel que soit du reste p. 

Remarqué III. — Il existe des séries dans lesquelles u„ 
peut tendre vers zéro sans que la série à laquelle appartient 
ce terme soit convergente 5 par exemple, considérons la série 
suivante, appelée série harmonique : 

I T I I I I 



2 '6 45 ^ n-h 1 
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ê 

Il est facile de s'assurer que cette série est divergente, car, si 
Ton prend n termes après le n}'^^^j la somme 



T 
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est plus grande que — répété n fois, c'est-à-dire que-» Si 

donc on groupe les termes de la série harmonique ainsi qu'il 
suit : 

• . • ^n I I • • • ) 

in/ 



I -^- 
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on voit que la somme de ses in premiers termes est plus 

grande que - répété autant de fois que l'on veut. En prenant n 

suffisamment grand, la somme de ces 2/i premiers termes 
croît donc au delà de toute limite; donc la série est diver- 
gente, c. Q. F. D. 

Il arrive souvent que l'on rend une série convergente par 
un simple changement des signes de quelques-uns de ses 
termes. Ainsi la série 

]_ 1 _ 1 :_ 1 t ^ 

. 2 3 4 ^* 7l-f- I 

est convergente. En général : 

Théorème IL — Si dans une série les termes sont, à par- 
tir de V un d'eux, indéfiniment décroissants jusqu'à zéro 
et alternativement positif s et négatifs, cette série est con- 
vergente. 

En effet, considérons la série 

Ui-\- Ui-îr , . . -\- Un — W,j_|_i -t- Ufi-\-t — . . . zh Ufi+p -^ ^u-hp-hl =t • • • , 

dans laquelle les termes sont indéfiniment décroissants et 
alternativement positifs et négatifs à partir de u^. 

Appelons, en général. S,» la somme des m premiers termes 
de la série. Si nous remarquons que les termes vont con- 
stamment en diminuant, les quantités 
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seront toutes positives, et, par conséquent, 

les quantités — w^+i 4- M/î+2> • • • » — ''/i+2/?-i + '0/+2/ii • • • 
seront toutes négatives, et, par suite, 

(2) S/j-j_2 ^ S/14-4 ^ 0/j-|_6 ]>...]> 0/j4_2|, ]>.... 

Or 

^/H-2/> ^^ ^«4-2/^—1 ~'~ ^^n-^-ip* 

Donc S;j+2/? est plus grand que S^^o/^-ij et, à cause de la 
suite d'inégalités (1), plus grand que S,,^». Ainsi donc une 
somme quelconque comprise dans la suite S/i^o? ^n^Ay ^n-^o 
est plus grande que Sn^i ; il en résulte que ces sommes, 
allant constamment en décroissant et restant supérieures à 
Sh-^-ï, qui est fixe, ont une limite S. Or on a 

Faisons croître/? indéfiniment; le premier membre de cette 
égalité a pour limite S, car a,/^2/i+i a pour limite zéro; 
donc Sfi^op^i a pour limite S également; donc, de quelque 
manière que croisse l'entier m, S;,* a une limite, ce qui revient 
à dire que la série proposée est convergente. 

Corollaire. — On voit que, la valeur de la série étant 
comprise entre S,i et S,,^», Terreur commise en prenant S 
pour valeur de la série est moindre en valeur absolue que 

Théorème III. — Quand une série à ternies positifs a 
ses termes respectivement plus petits que ceux d^ une autre 
série également à termes positifs, et de plus convergente, 
la première série est aussi convergente. 

Soient, en effet, 

( I ) 5 = Mo H- Wi H- W2 H- . . . -f- M,i -h . . . 

la série convergente donnée (on représente ordinairement 
une série convergente en séparant la somme d'un certain 
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nombre de termes de sa valeur par le signe = et en suppri- 
mant le mot lim) et 

(a) V^-h Vi-h Vi-\- , , .-^ Vn-^- ' " 

l'autre série. Soient Sn la somme des n premiers termes de la 
série (i), tn la somme des n premiers de la série (2); comme 
<^o < ^Oî ^1 <! Wi, . . . , Vn<i Unt on a évidemment 

*n "^ ^n î 

donc, a fortiori, 

tn < s. 

Or, n croissant, t,t croît, mais t,t reste constamment Inférieur 
à s; donc, en vertu d'un principe énoncé page 10, t,i a une 
limite; donc la série (2) est convergente. c. q. f. d. 

Théorème IV. — Une série à termes positif s et négatifs 
est convergente lorsque la série des valeurs absolues de ses 
termes est convergente. 

En effet, considérons à part les séries des termes positifs 
et des termes négatifs pris dans Tordre dans lequel ils se 
succèdent dans la série proposée. 

Soient 
( I ) ao -i~ ai -i- az -\- . . . -7- ai -h . . . 

la série des termes positifs et 

( 2 ) 60 -H 61 -f- . . . -+- 6a- -f- . . . 

celle des termes négatifs pris chacun en valeur absolue. 

Soient Xi la somme des i premiers termes de la série (i), 
yk^^ somme des k premiers termes de la série (2), et Sn la 
somme des n premiers termes de la série proposée. Nous 
pouvons toujours supposer que «o? «« > • • • ? <^* soient les termes 
positifs de s^j et boj 6», . . . , b^lGs termes négatifs; alors on 
a, en appelant 5)^ la somme des n premiers termes de la série 
proposée rendus positifs, 

(3) s',t==Xi-hyA, 

(4) s„—Xi—yi,. 
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L'équation (3) montre que s'^ est plus grand que xiei quej^jt- 
donc, a fortiori y la limite de 5^, qui par hypothèse existe, 
est supérieure à a;/ et à y^. Or Xi eiyic sont des nombres crois- 
sant avec i et kj mais constamment inférieurs à la limite 
de s^^; donc ils ont une limite chacun, donc les séries (i) et 
(2) sont convergentes. L'équation (4) montre que Sn a une 
limite égale à la dijQTérence des limites de Xi ely^y c'est-à-dire 
que la série proposée est convergente et a une valeur égale à 
la différence des valeurs des séries de ses termes positifs et 
de ses termes négatifs. 

Théorème V. — Quand une série ne perd pas sa conver- 
gence lorsque Von rend tous ses termes positifs, on peut, 
sans altérer sa valeur, intervertir l'ordre de ses termes. 

En effet, considérons d'abord une série convergente à 
termes positifs : 

(l) s =^ Uçi-\- Ux-\- Ui-\- , , , -\- U,n-\- 

Intervertissons l'ordre de ses termes, et soit 

la nouvelle série obtenue après ce changement. Soient s^ la 
somme des n premiers termes de la série (2), s m la somme 
des /?i premiers termes de la série proposée; on pourra tou- 
jours choisir m de telle sorte que tous les termes de 5^ soient 
contenus dans les m premiers termes de la série ( i ). On aura 

alors 

Sn=^m et 5jj<lim5,rt ou < 5. 

Nous vojons^ par là : 

1° Que la série (2) est convergente, puisque s^ croît avec n 
sans dépasser s ; 

2® Que la valeur s' = lim^^^ de la série (2) ne saurait sur- 
passer s. Or on démontrerait de la même manière que la 
valeur 5 de la série ( i ) ne saurait surpasser 5' ; donc on doit avoir 

, s = s'j 

donc la série (i) n'a pas changé de valeur. c. q. f. d. 

L. — Traité d'Analyse, I. 2 
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Supposons actuellement la série 

( I ) s = Uo-\- Ui-\- Ui -+-.,. -T- U,:— . . 

à termes quelconques. 

Soient 
( 3 ) «0 -4- ai -4- «2 -+-... -4- a/ -h .. . 

la série de ses termes positifs pris dans le même ordre que 
dans la série ( i ), 

(4) ^oH- ^iH-- •• -i- ^A-H- . . . 

la série de ses termes négatifs également pris dans Tordre où 
ils se trouvent dans l'équation ( i ). Supposons que la série (i) 
conserve sa convergence quand on rend ses termes positifs. 
Les séries (3) et (4) sont convergentes, et, si x et jk désignent 
les valeurs respectives de ces séries, on a 

(5) s = x—y. 

Cela posé, changeons l'ordre des termes de la série (i); la 
série de ses termes positifs sera encore la série (3), à l'ordre 
des termes près. Or cette série est à termes positifs; donc 
elle conserve sa valeur. Même observation pour la série des 
termes négatifs et pour la série des valeurs absolues des termes 
de la série (i). Il en résulte, d'après le théorème IV, que la 
valeur de la série ( i) transformée est encore x — y; donc la 
série ( i ) ne change pas de valeur quand on change l'ordre de 
ses termes. c. q. f. d. 

Remai\que. — Toute cette démonstration repose sur l'éga- 
lité (5); donc, lorsque x ony n'existeront pas, c'est-à-dire 
quand, dans la série proposée, les termes positifs et négatifs 
ne formeront pas des séries convergentes, la démonstration 
précédente tombera en défaut. Il est facile, du reste, de donner 
un exemple dans lequel on voit une série changer de valeur 
quand on change l'ordre de ses termes. 

Considérons, par exemple, la série convergente 



(I) 



1 I I ï _, 1 ._ -i- 1 _ ï _^_ 

I 2 3 4 ^ /l /i H- I 
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Remarquons que la série des valeurs absolues de ses termes 
est identique avec la série harmonique qui est divergente. 

En changeant simplement l'ordre des termes, on a la 
nouvelle série 

, - I I I I I T r I 

(2) I--— 7^-ïï — ïï — Q 



1 ^ ^ Q s 2/1 — I in — 2 ^n 

Je dis que la valeur de cette série est la moitié de la valeur 
delà série (i). En effet, soit 

/(^)— I — - — ^ -T- 3 Q ë"^ *""^2/l— ï 4/1— 2~4n* 

La valeur de la nouvelle série est la limite de/{n) pour /i := oo ; 
or on peut écrire 

''^^2468 in — 2in 

ou encore 

f(n) =-(i h^ — ...H • 

''^^2\ 2 3 2/1 — I 2/1/ 

Pour /i = Qo , la quantité entre crochets tend vers la valeur de 
la série ( i ) : ainsi la limite de/(n) ou la valeur de la série (2 ) 
est la moitié de la valeur de la série ( i ) ; il est donc bien 
prouvé que Ton n'a pas toujours le droit de changer l'ordre 
des termes d'une série. 

Jusqu'ici nous n'avons guère parlé que de séries à termes 
réels; mais on fait un fréquent usage en Analyse de séries à 
termes imaginaires. 

Une série à termes imaginaires peut se mettre sous la 
forme 

Cette série sera convergente si les deux séries 

(2) Mo -H "i -H 1*2 H- • • • -^ W,j ^- . . . , 

(3) i'o 4- V'i -h (^2 H- . . . -h t'rt -f- . . . , 



formées des parties réelles et des coefficients de y — i dans 
tousses termes, sont toutes deux convergentes. 
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En effet, soient Sn la somme des n premiers termes de la 
série ( i ), o-,i etT/i les sommes des n premiers termes des séries 
(a) et (3); on a 

En passant aux limites et en désignant par o- et t les valeurs 
des séries (2) et (4), on voit que 

lim Sn = (T -+- T v/ — I ; 

donc la série (i) est convergente. c. q. f. d. 

Remarque. — Il est clair que, si Tune des séries (2) ou (3) 
eût été divergente, la série ( i ) Peut été pareillement. 

Théorème VI. — Dans une série à termes imaginaires, 
si la série des modules des différents termes est conver- 
gente, cette série est elle-même cons?ergente et Von peut, 
sans altérer sa convergence, intervertir V ordre des termes. 

En effet, considérons la série (i). Les séries de ses termes 

réels et des coefficients de \/ — 1 sont convergentes indépen- 
damment des signes de leurs termes, car ceux-ci sont respec- 
tivement plus petits que ceux de la série des modules qui est 
à termes positifs. On peut donc changer Tordre des termes 
de ces séries sans en altérer la valeur, ce qui revient à dire 
que l'on peut changer Tordre des termes de la série proposée 
elle-même. c. q. f. d. 

Une série qui ne perd pas sa convergence quand on réduit 
ses termes à leurs modules, et dont on peut altérer Tordre 
des ternies sans changer sa valeur, est dite absolument con- 
vergente. 

III. — Règles de convergence. 

On connaît un grand nombre de règles permettant de 
reconnaître si une série donnée est convergente ; mais un petit 
nombre de caractères suffisent dans la plupart des cas, et 
nous allons les faire connaître. 
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TffÉonÈME I. — Toute progression géométrique dont la 
raison est un nombre réelou imaginaire de module moindre 
que I est une série convergente. 

En effet, une telle progression peut se mettre sous la forme 

(i) a -4- ax -H ax^ -i- . . . -f- ax^ -+-.... 

Or, quel que soit x, la somme des n -{- i premiers termes est 
égale à 

a ou a — • 

X — l 1 X 1 — X 

Si le module de x est moindre que i, x^"^^ tend vers zéro, 
et la somme des n premiers termes tend vers la limite finie 

— — pour 71 = 00 . La série (i) est donc convergente, ce qu'il 

fallait démontrer, et Ton a 

(^ 

= a -4- ax -h ax^ H- ... 4- ax^ -h . . . . 



Si l'on remplace x par - en supposant mod - <^ i , on a 



a a z z^ z^ 

= a -\- a--h a --h. ..-ha — 

a — z a a* a" 

et, en faisant a = -> 

\ i z z'^ z^ 



a — z a 7^ a-* a'*-^-^ 

cette formule, qui nous sera utile plus tard, a lieu pour toutes 
les valeurs de z et de a, telles que modz <^ mod a. 

Théorème II. — Siy dans une série à termes positif s 

( I ) Mj -4- Mj -j- . . . -H M/, -+- a,i-Hl -+-..., 

le rapport -^^ d^ un terme au précédent tend vers une 

limite inférieure à l'unité ou reste constamment inférieur 
à un nombre oijixe moindre que i, cette série est conver- 
gente. 

Observons tout d'abord que, la limite de -^^ étant moindre 

1 ' Un 
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que Tunilé, — ^^* finira, pour des valeurs suffisamment grandes 

de /i, par difierer de sa limite de moins que cette limite ne 

diffère de l'unité et, par suite,— ^^* finira par rester moindre 

qu'un nombre a fixe, moindre lui-même que l'unité; ainsi 
nous n'avons besoin de démontrer le théorème que pour le 
cas où l'on a, pour n suffisamment grand. 

Un 

de là on tire 
et de même 

On tire de ces formules 

La série considérée a donc ses termes respectivement moindres 
que les termes de la progression géométrique 

dont la raison a est moindre que i et qui, par suite, est con- 
vergente; la série proposée elle-même est donc convergente. 

Corollaire, — Si dans une série à termes quelconques la 
limite du rapport d^un terme au précédent a un module 
moindre que V unité, ou si le rapport d'' un terme au pré- 
cédent conserve un module moindre qu'un nombre a fixe 
moindre que i, cette série est convergente» 

Car la série formée des modules de ses termes est conver- 
gente, en vertu du théorème précédent (p. 21). 

Remarque I. — Si le rapport — ^^ tendait vers une limite 



u 



supérieure à l^ unité ou restait, à partir d'un certain terme, 
supérieur à V unité, la série serait divergente, car les 
termes iraient en augmentant. 
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Remarque II. — Si la limite -^^ était runité, -^^ n'étant 

Un ' Un 

pas constamment supérieur à i, on ne pourrait plus rien affir- 
mer relativement à la convergence de la série, et il faudrait avoir 
recours à d'autres caractères pour décider si la série proposée 
est convergente ou divergente. 

Remarque III. — Il est facile d'évaluer une limite de l'erreur 
commise quand, pour calculer la valeur de la série (i), on se 
borne à faire la somme des n premiers termes. En effet, cette 
erreur est 

or ii„^^ <CoLiift, iin-i<i^'^Un-! . . . , d'après ce que l'on a vu : 
donc l'erreur est moindre que la valeur de la progression 

a Un -^ OL^Un-^ t^Un-^ ' .' 

OU que 

OLUn 

I — a 

Théorème III. — Si Von a deux séries à termes positifs, 
Vune convergente 

(0 5 = «0 -^ Ûti -^ «2 -+■ • • • -^ ûfrt -h an+i -h . . . 

et Vautre 

(2) bQ-\-bi-\- ... -^ bn -+- bn+\ -h . . . , 

b^ 



telle que le rapport d'un terme précédent -^ soit con- 
fia 

stamment inférieur au rapport correspondant — ^^ dans la 
première, cette dernière est convergente. 

En effet, la série (i) étant convergente, la suivante le sera 
aussi ( * ) : 

F , ^0 , ^0 , bçi bo 

Oq h cil ~\ Cl2~r- . . . -^ Un > ^n-\-l -4- • • . . 

Clj CLq CIq di) 



(*) Si l'on éprouvait quelques doutes à cet égard, ils seraient levés par le 
théorème II du paragraphe suivant, théorème qui pourrait trouver sa place 
ici. 
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Cette série peut s'écrire ainsi : 

( i ) Oq -H ^0 J- ^0 — + . . . -h Oq • • • ^ 

CIq di CLq ^n—t ^n—i ^2 

Mais la série (2) peut se mettre sous la forme 



T — f" ^0 ir 1 — h ...-+- Oo 1 T — • • ' zT 



or cette série a, en vertu de notre hypothèse, ses termes res- 
pectivement moindres que ceux de la série (3), qui est con- 
vergente; donc la série (2) est elle-même convergente. 

c. Q. F. D. 

Il est facile de déduire de là le théorème précédent. 
Théouème IV. — La série 

/ X III I I 

(l) -tH r-+- — -+-... H ' ^ 



I^' 2^ 3^ **' ' 71* (/H-l)^' 

est convergente ou divergente selon que k est plus grand 
ou plus petit que i . 

En effet, supposons d'abord k plus grand que i ; la série 
précédente- peut s'écrire, en groupant les termes (ce qui 
n'altère pas la convergence ou la divergence de la série, puis- 
qu'elle a ses termes positifs), de la m-anière suivante : 



(^) 






Si l'on suppose A" ]> i , le terme général de la nouvelle série 
est moindre que -^répété 2" fois, c'est-à-dire moindre que 

— rr—ry les termes de cette série sont donc moindres que ceux 
de la progression géométrique décroissante 



-+-... ~t- . .. .._ 4- 



elle est par conséquent convergente. 
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Si au contraire A: < i , alors la série (2) a ses termes plus 
grands respectivement que ceux de la série harmonique; elle 
est donc divergente dans ce cas. 

Dans la série (i), le rapport dun terme au précédent est 
de la forme 




si k est plus grand que i, cette quantité est évidemment 

moindre que y- On peut donc énoncer le théorème sui- 

i-f- - 
n 

vanl {*) : 

Théorème V. — Si dans une série le rapport dUin terme 
au précédent, ayant pour limite V unité, peut se mettre 

sous la forme > et si n cl tend vers une limite k plus 

grande que i, cette série sera convergente. 

Les règles de convergence que nous venons de donner suf- 
Gsentdanslaplupartdescas ; nous donnerons dans les exercices 
quelques règles nouvelles, en laissant au lecteur le soin de les 
démontrer. 

Applications. — 1° Cherchons si la série 

3 5 , Aiî — I 

5 10 n'^-{-i 

est convergente. On a ici, pour l'expression du rapport d*un 
terme au précédent, 

( n -4- I )* — I /i2 -+- 1 



(n -h l)» -r- I /l2 — I 



x; 



pour 71 = 00 , la limite de cette expression est œ. Donc la 
série est convergente si mod j; <; i , divergente si modj; >- 1 ; 
enfin, si modo; = i, elle est encore divergente, parce que les 



(•) Raabe et Duhamel l'ont trouvé à peu près en même temps. 
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modules des termes ont pour limite i et par suite ne tendent 
pas vers zéro. 

2** Cherchons si la séria 

II I 



2 6 /i2 — n 



est convergente. Le rapport d'un terme au précédent a pour 

expression générale 7 — ; > dont la limite est i. 

Cette expression peut s'écrire 



7.n 
I : I I -h 



n2 — n 
in 



En multipliant -^— — par /i, on obtient une quantité dont la 
limite, pour n = oo ^ est 2. Donc la série est convergente. 

IV. — Des calculs que l'on peut effectuer sur les séries. 
Théorème I. — Si Von considère les séries conver- 



gentes 

A = cLq -\- (i\ -\- . . . -f- (tfi -f- . . . , 

B — 6^ -h è^ -I- . . . -^^ bn-\-. . ", 

G -— Co -I- Cl -I- ... -h C^ -I- ... , 
.*•■• » 

la série ayant pour terme général 

llfi = dfi ZjZ Ofi H— C/i _-!.- . . . 

est coni^ergente et a pour valeur A ± B ±: C i . 
En effet, on a 



2".=±2".*r»-2' 



\^ ^ — • • . . 
•0 



Si l'on suppose que n augmente indéfiniment, on voit 
que V w a une limite égale àzbA±B±:C±..., ce qui 
démontre le théorème énoncé. 
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Théorème II. — Si la série 

s = Uq — }— Wj — f- . • . — r- lift "T" • • • 

est convergente et a pour valeur s, 

a Uq -h Cl Ui -h . , . -r- U Ufi -^ . . . 

sera convergente et aura pour valeur as. 
En effet, 

2 {au)z^a^ u. 





n 



Donc, si n augmente indéfiniment, ^l (^w) a une limite 
égale à a lim X u oxx k as. c. q. f. d. 

Théorème III. — Si la série 

5 = Mo -+- Wi -I- M2 -H . . . -+- «/» -h . . 

est convergente et a tous ses termes positifs, si de plus 
«o> «M . . . , «/i, . . . sont des nombres positifs qui ne crois- 
sent pas au delà de toute limite, 

«0 Wq H- cil Ui -\- a2 Ui -r- . . . -'■' ClfiUfi -^ ... 

sera convergente. 

En effet, en désignant par A un nombre plus grand que 
^jj «2, • • • 5 an, .. .y cette série a ses termes respectivement 
plus petits que ceux de la série convergente 

A5 = Awo-i-Ami -h ...-hAM/i-f-..., 

qui est aussi à termes positifs. 

Abel a démontré que le théorème précédent était encore 
vrai pour une série convergente quelconque si les nombres «o, 
«i, . . . , «2» • • • allaient constamment en décroissant; en effet, 
dans cette hypothèse, en posant 

(0 Mo -1- "l -H • • . -H W/» = Sn, 

(2) «oWo -+- ûti Ml -H. . .-h a^M;, = f,j, 

on a les relations suivantes : 



"0 = Sqj Ml = 5i — Sq, , . . , M/i = Sn — 'S/i- 1» 



• ? 
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et par conséquent, en portant ces valeurs dan^ Téqualion (a)? 

ce que l'on peut écrire ainsi : 

(3) tn = («0 — ai)so-\-(ai — «2)^1 -^. . --i-anSa. 

Dans cette égalité, les coefficients de ^o,-^*, .. . sont tous 
positifs, car a©, ai, . . . vont en décroissant; mais, si désigne 
une moyenne entre les quantités .5o, 5,, . . . , 5„, on aura 

Or, n augmentant indéfiniment, 8 conserve une valeur finie ; 
donc tfi conserve une valeur finie. Supposons alors 5o, 5| , . . . , 
Snj ... positifs (s'il n'en était pas ainsi, on augmenterait 
convenablement Wo)î ^n croît, en vertu de l'équation (3), 
avec n, sans devenir infini : il a donc une limite; par suite, 
la série (2) est convergente. c. q. f. d. 





Théorème 


IV. 


Si 


les 


séries 


(1 





s — 


Uq- 


h Ml 


^ Ui-\- 


i^) 


t — 


Vo- 


H Pi 


4- P2 -r 



Un 
Vn 



sont absolument convergentes, c^ est-à-dire si la série des 
modules de leurs termes est convergente (p. 20), la série 
dont le terme général est 

Wn — "o Vn -^ Ui Vn-i "H "2 ^it-i -f- . . . -h «« Po 

est convergente et a pour valeur st, 

1° Supposons d'abord les séries (i) et (2) à termes posi- 
tifs ; nous aurons 

y mV P=> W-hUiXV:ihU2(Vn-\-hV„)-r-... 

-i- Uni^i -hi^2-{- . .. -h P«). 



m m 



Considérons maintenant le produit \^ ^ ^j ^* Le terme 
de ce produit dans lequel la somme des indices est la plus 
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grande est a/n. Si donc 2/n est moindre que /i -h i , ou si /n 
est le plus grand entier contenu dans ? tous les termes 



n-f- 1 

,i7z m n 



de > ^ X ^ se trouvent compris dans X iv. On a donc 






Or, en vertu de l'égalité (3), 



Mais, si l'on suppose que m el n augmentent indéfiniment, 
X^^^etX ^^ ^ tendront tous deux vers st. Alors 

X ^^7 qiii reste compris constamment entre ces deux pro- 

duils, tendra aussi vers la limite st. Le théorème qui nous 
occupe est donc démontré pour le cas où les séries (i) et (2) 
sont à termes positifs. 

2° Supposons que les séries ( i ), (2) à termes réels ne perdent 
pas leur convergence quand on rend leurs termes positifs. 
Considérons d'abord les ternies des séries ( i ) et (2) en valeur 

absolue. Tout ce qui dans l'égalité (3) suit 7 w a pour li- 






mite zéro, car ^ ^^ ^ ^ et \^ çp ont même limite, d'après 

ce que nous venons de voir tout à l'heure. Il en sera encore 
de même a /or^wrt quand on aura rendu aux termes dés séries 
(1) et (2) leurs signes respectifs. Par conséquent, si dans 
l'égalité (3) nous supposons que n augmente indéfiniment, 
il vient, en passant aux limites, 

st = iim \ Wy 

ce qui démontre que le théorème est encore applicable dans 
le cas où les séries ne perdent pas leur convergence quand 
on rend leurs termes positifs. 
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3® Considérons enfin le cas où les séries (i) et (2) seraient à 
termes imaginaires. Nous supposerons les séries des modules 
de leurs termes convergentes, et nous poserons en général 

Un =Pn (cosa,j -4- / — I sinart), 

Alors, en vertu de ce que nous avons démontré dans le pre- 
mier cas, la différence 

-^Pn{qi-^qt-^"' -^qn) 

aura pour limite zéro ; il en sera de même a fortiori de la 
quantité 

/?i(cosai -h/ — I sin ^\) q ,i\Cos in -H / — i sina,,) 

-\- (/?2 cos a2 4- s/— I sin aj) \_qn-i ( cos ctn-x ■+■ /— i sin a^-i ) 

-+- 5^rt(cosart -+- /— I sina/i)] 



--!- 



qui n'est autre chose que w^ t^a-f- W2 (^//_< + (^«) -f- — L'é- 
galité (3), en passant aux limites, fournira donc encore 

(V, et le théorème est encore vrai dans ce dernier 

cas. 

V. — Sur un théorème de Gauchy. 

« 

Presque tous les théorèmes que nous avons établis direc- 
tement sur les séries sont la conséquence immédiate du 
théorème suivant de Cauchy : 

Pour qu^iine série soit convergente, il faut et il suffit que 
la somme des p termes qui suivent le /i'^'»<? tende vers zéro 
quand n et p augmentent indéfiniment ^ quelle que soit la 
manière dont on fait croître ces deux nombres. 

Toute la démonstration que nous allons faire repose sur le 
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sens que Ton attribue à ces mots « quelle que soit la manière 
dont on fait croître n et p >) ; nous allons l'expliquer. Soit 

une série; nous avons déjà prouvé que, si l'on appelle s,i la 
somme des n premiers termes, s„^p — Sn tend vers zéro, 
quel que soit p, quand n augmente indéfiniment si la série 
est convergente; ce qu'il faut prouver, c'est que : 

S'il est possible de trouver des nombres n et p tels que, v 
étant supérieur ou égal à /i, tt supérieur ou égal à/>, on ait, 
quels que soient d'ailleurs v et tc, 

(i) mo(l(*v-»-i: — *,,)<£, 

e étant une quantité donnée fixe, aussi petite que l'on voudra, 
la série est convergente. 
La formule (i) revient à celle-ci 

6 désignant une quantité de module moindre que i. Sup- 
posons e<[i;'Kpeut être pris assez grand pour que, quel 
que soit ti/, on ait de même 

V désignant une quantité de module moindre que 1,11'' peut 
être pris assez grand pour que 

et ainsi de suite. Ajoutons ces formules, nous aurons 

La différence entre s^ et la somme 5^_^^+^._,_ d'un nombre 
consécutif de termes de la série aussi grand que l'on veut est 
donc représentée par une série convergente Os + 6'£2 + . . . , 
puisque les modules de ses termes sont moindres que les 
termes de la progression e + e^ _j_ ^ ^ ^ ^ qui ^gt convergente. 
Cela revient à dire que, en faisant croître l'indice n d'une 
certaine façon, la somme Sn tend vers une limite fixe s. Je 
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dis que, de quelque manière que croisse cet indice, la limite 
sera toujours la même. En effet, supposons n et nJ assez 
grands; moAisn' — 5,i), par hypothèse, peut être rendu moindre 
que e; en d'autres termes, on peut poser 

or Sn a une limite s et l'on peut poser en même temps 

0' ayant un module moindre que i ; donc 

Sn' diffère donc de s d'aussi près que l'on veut : donc enfin la 
série proposée est convergente. 

VI. — Séries oniformément convergentes. 
Une série 

dont les différents termes sont fonctions de Xj y^ z, ... est 
dite uniformément convergente entre des limites données de 
ces variables, s'il est possible de prendre n assez grand, 
mais fixe, de telle sorte que, quelles que soient les valeurs 
données à x^y^Zy ... entre les limites en question, on ait 
toujours, quel que soit p, 

mod ^ M/<£, 

£ étant une quantité fixe quelconque et N désignant une 
quantité égale ou supérieure à n. 

La série 

I -f- a? -+- 37* H- . . . -H xn-\- . . . 

est uniformément convergente pour les valeurs de x dont le 
module est inférieur à a<^i ; car, pour rendre 
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il suffit de prendre 

mod < £. 

I — X 

On satisfait à cette formule en prenant 

<s ou /i-M<— ^ -y 

1 — a ioga 

ce qui détermine pour n une valeur indépendante de x. 
Au contraire, la série 

-h x{ne-^^ — /i -f- 1 e^«-»-i^-»') -{-... 

est convergente quel que soit :r, puisque la somme de ses n 
premiers termes est xe"-^ — (/*+ i)j:e~^"'^*^'',qui,pourn = ac, 
a pour limite xe~^ ] mais elle n'est pas uniformément conver- 
gente pour les valeurs de x voisines de zéro, puisque, pour 
satisfaire à la formule 

xe--^ — (n-h I )a:e-^'*-+-i^^< s, 
il faudrait prendre 

X 

et que les valeurs de n susceptibles de satisfaire à cette 
inégalité dépendent de x et croissent quand a; tend vers zéro. 

VII. — Théorème d'Abel. 

THÉORÈMe I. — Soient f i(x), ?2(^), • • •> ?//(^)> • • • des 
Jonctions continues de x, pour toutes les valeurs de cette 
variable contenues dans une aire A. Supposons que, pour 
ces valeurs de x^ la série 

(i) F(a7)= o,(a:)-i- Oî(a7)-+- ... -H cp«(:F)-+- . . . 

soit uniformément convergente ; la valeur¥{x)de la série 
sera continiie pour toutes les valeurs de x en question. 

En effet, posons 

<p, {x) -h ©j(;r) + . . . -h «prt_i {x) = <Kar), 
cp,a»H-cp„+,(:F)-i-... = R(x); 
L. — Traité d^Analyse, I. 3 
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on aura 

F(:r)=4.(:r)-+-R(:r), 

et, en donnant à ^ un accroissement A, tel que le point x -\- h 
soit, comme x^ à l'intérieur de Taire de A, 

De ces formules, on tire 

F(ar -f- A) — F(ir) = 4^(ar -4- A) — 4/(ar) + R(ar -4- A) — R(ar) ; 

or, la série (i) étant uniformément convergente, on peut, quel 
que soit x^ satisfaire à la formule 

modR(a:)< s 

au moyen d'une même valeur de n\ on aura donc aussi pour 

cette valeur 

modR(a? + A)<e 
et, par suite, 

(a) mod[R(;r-f- A) — R(a™)]<a£. 

n ayant été ainsi choisi, on pourra, puisque <j)|, <j)2> • • • > ^n-\ 
sont des fonctions continues en nombre limité et que, par 
suite, leur somme ^(^) est continue, satisfaire à la formule 

(3) mod[4/(^H-A) — 4^(ar)]<£, 

pour toutes les valeurs de h dont le module sera inférieur à 
une quantité H. En observant que le module d'une somme 
est moindre que la somme des modules de ses parties et en 
ajoutant (2) et (3), on voit que l'on aura, pour toutes les 
valeurs de h suffisamment voisines de zéro, 

mod [4/(x H- A) — <Ka7) -h R(ar -+- A) — R(a:)] < 3 s 
OU 

mod[F(27+A) — F(a7)]<3£; 

or 3e est, comme e, une quantité aussi petite que l'on veut; 
donc la valeur F (a;) de la série (i) est continue. 

Théorème IL — Toute série ordonnée suivant les puis- 
sances croissantes de x^ telle que 
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dans laquelle «o, «o «2, ... sont indépendants dex^ est 
uniformément convergente pour tous les points inté- 
rieurs à un cercle décrit de V origine comme centre ; elle 
est divergente pour tous les points extérieurs. 

Ce cercle, dont le rayon peut être nul ou infini, a été appelé 
par Cauchy le cercle de convergence de la série ; son rayon 
est le rayon de convergence. 

Pour démontrer ce théorème, désignons par p©, pj , p2, • . . , 
pA, . • . les modules de ao,<2i,a2, . . .,a/i, ... et par rie module 
dex; supposons que, le module de x ayant une valeur R, la 
série (i) soit convergente : je dis qu'elle sera encore conver- 
gente pour tout module r de x^ tel que r<;R. 

En effet, la série 

r r* r'* 



* "^ R ' R2 R'» 



progression géométrique dont la raison ^ est moindre que i , 

est une série convergente, qui ne perd pas sa convergence 
quand on multiplie ses termes par po> p* R» P2R^) • • • > nombres 
qui ne croissent pas indéfiniment, puisque ces quantités sont 
les modules des termes de la série (i), convergente par hy- 
pothèse pour une certaine valeur de r, dont le module est 
Pi. La série 

(2) po-+-pir+ p2r* + ...-Hp^r^-h.. . 

est donc convergente; or c'est la série des modules des 
termes de (i) pour r<;R; cette série (1) est donc elle-même 
convergente pour r<R. 

On démontrerait de même que, si la série (i) était diver- 
gente pour une valeur R du module r de x^ elle serait 
encore divergente pour r>>R. Si donc on donne à x des 
modules croissants, il arrivera un moment où la série cessera 
d'être convergente ; tous les points intérieurs au cercle du 
rayon R décrit de l'origine comme centre rendront la série 
convergente; tous les points extérieurs la rendront diver- 
gente, c. Q. F. D. 
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Je dis mainlenanl que la série est uniformément conver- 
gente à rintérîeur du cercle de convergence ou, plus exacte- 
ment, à rintérieur d'un cercle de rayon R mçindre que le 
rayon de convergence d'une quantité fixe X, aussi petite que 
Ton voudra du reste. 

En effet, on a 

Par- + pn^ir^^' -"•••< ^'^M^ÏVi ^ iV^ "^ ••• j ' 

M désignant la plus grande des quantités p/^R", p//4.i R'*+', . . . , 
qui est finie d'après ce que nous avons déjà observé. Cette 
formule donne successivement 

Pn r^ -^ P;.+i r^^' -i . . . < M ^ — L- 



M^ 



R — X\« 



\ A< 



On aura donc' 



("-^) 



si l'on prend 



I — 



R 

La valeur de n que l'on déduit de là est indépendante de 
x; donc la série est bien uniformément convergente. 

C. Q. F. D. 

Théorème d'Abel. — Toute série ordonnée suivant les 
puissances croissantes de x représente une fonction con- 
tinue de X à V intérieur de son cercle de convergence. 

Une pareille série est, en effet, uniformément convergente 
à l'intérieur de son cercle de convergence. 

Exemples. — i** La série 

I -+- 07 -I- arM- . . . H- a?» -h . . . 

a pour rayon de convergence i ; elle représente une fonction 
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continue quand mocl^<^ i , et en effet elle est égale à • 



a° La série 



IH ! h 



1 1 .'1 1 . '2 . 3 . . . /l 

quenousétudierons plus loin, est convergente quel que soit j:, 

car le rapport du (n + i)'"»*^ terme au précédent est-> qui 

lend vers zéro quand n croît indéfiniment; le rayon de conver- 
gence est infini et la fonction représentée par la série est 
toujours continue. 
3'' La série 

toujours divergente, excepté pour x = o, a un rayon de con- 
vergence nul; elle ne représente rien. 

Vin. — Théorème général sur les séries. 

On sait que deux polynômes entiers en x, égaux quel que 
soit a?, ont leurs coefficients égaux; on peut généraliser ce 
théorème comme il suit : 

Théorème. — Si ron a pour toutes les valeurs de x dont 
le module est moindre qu'une quantité finie, ou même seu- 
lement pour les valeurs réelles de x moindres qu^une 
quantité finie y 

^oj «I, . . . , 60» 6j7 • • • désignant des quantités indépen- 
dantes de X, on aura 

{Iq = Oo> ^1 ^^ ^1> • • • ? ^n ^^ t?fij • . . . 

En effet, si l'on fait x = o dans la formule (i), on 
trouve ao = 60Î supprimant de part et d'autre ao et èo? <I"^ 
sont égaux, et divisant par x, on a 

«i-h «2^? + a^x^-h , . . = 61 -h 6jrr + b^x^-^- .... 



(2) 
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Cette formule a lieu pour les mêmes valeurs de x que (i), 
excepté peut-être pour x = o] mais, en vertu du théorème 
d'Abel, les deux membres sont fonctions continues de x\ 
pour^ = G, elles convergent vers les limites a^ et b\. Donc, 
comme ces deux membres restent toujours égaux, leiirs 
limites ax et 6^ sont égales. Supprimant a^ et b\ de part et 
d'autre et divisant par x^ on a 

d'où Ton conclura encore «2=60? et ainsi de suite. 



IX. — Développement d'une fonction rationnelle en série. 

Commençons par chercher le développement d'une expres- 
sion de la forme -. — > m désignant un entier positif et a 

\X ~"^ ^/ 

et X des quantités quelconques. Si le module de x est plus 
grand que celui d^ a, on a 

ï I a a* a"' 

(0 



X — a X x^ x^ x"'-^^ 



En effet, le second membre de cette formule est une pro- 
gression géométrique décroissante dont le premier terme 

est - et la raison -; la limite de la somme de ses termes est 



X X 

II I 



bien ou 



X a X — a 
I 

X 



Cela posé, je dis que l'on a 



I m a m ( /?n- I ) a* 



(a? — a)"* x*^ I x"^^^ 1.2 x"^^^ 

m{m-\-i). , »(m-h n — i) a'* 
"^ 1.2.3... 71 x'«-»-« H-.. . , 

en d'autres termes, la formule du binôme s'applique encore 
au cas où l'exposant est négatif, pourvu que le module de a 
soit moindre que celui de x. Pour démontrer cette for- 
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mule (2), nous allons vérifier que, si elle a lieu pour une 
valeur de m, elle aura encore lieu pour la valeur supérieure 
d'une unité, et, comme elle a lieu pour m == i, elle sera géné- 
rale. 

D'abord, je dis que le dernier membre de la formule (2) 
est une série convergente. En effet, l'expression du rapport 
d'un terme au précédent est 



m-i- n — i a /m — i 



n X 



— I \a 

hi -; 

n ] X 



pour 71 = 00 , cette quantité tend vers -• Si donc mod - < i 

X X 

ou si mod a^modj:, la série sera convergente. Nous suppo- 
serons donc m od a < mod ^; en multi pliant le dernier membre 
de la formule (2) par x — a, il devient 



)-. J^^,\^ Amiraux) _m\ 



aî 



ar'n-i V I / a7'»-2 | 1.2 i Xx^^-^ 

a» 



1.2.3... 71 1.2. ..n — I J 

ou 

I m — I a {m — i ) /7i a' 



xm-n-l 



+ . 



(m — \)m . , .(m -h n — 2) a^ 



l . 2 . 3 . . . 71 ;27m-/»-l 

Cette quantité, par hypothèse, est égale à -. v«^^ '^ 

formule (2) est donc démontrée. 

La formule du binôme a donc encore lieu pour les 
valeurs entières et négatives de V exposant. 

Cela posé, considérons une fonction rationnelle de a:; on 
pourra la décomposer en un polynôme entier E(a?) et en une 

suite de fractions simples de la forme -, • Si donc mod^r 

^ (x — ay- 

est supérieur à chacune des quantités mod a, les fractions 
f x^ vn ^^ développeront en série suivant les puissances 
de ^ et la fonction rationnelle se développera elle-même de 
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cette façon, mais le développement contiendra des termes 
entiers en x si le polynôme E(a:) n'est pas nul. 
- Si le module de x n'est pas supérieur au module de toutes 
les quantités a, on observera que, si moda:<;moda, on aura 



{X 



I __ ( — i)^ _ / I m X m(in-^\) x^ \ 



et alors le développement de la fonction rationnelle aura lieu 
en une double série ordonnée suivant les puissances de x 

et de -• 

X 

Enfin, si le module de x est moindre que celui de toutes 
les quantités a, il est clair que la fonction rationnelle sera 
développable suivant les puissances croissantes de x seule- 
ment. 

X. — Séries récurrentes. 

On appelle séries récurrentes des séries ordonnées suivant 
les puissances d'une même variable et telles qu'il existe, à 
partir d'un certain moment, une même relation linéaire entre 
les coefficients des divers termes consécutifs de la série ; cette 
relation, ou plutôt les coefficients de cette relation, forment 
ce que l'on appelle Y échelle de relation de la série. 

Théokeme. — Le développement d\ine fraction ration- 
nelle est récurrent. 

En effet, supposons le développement effectué suivant les 
puissances croissantes de la variable; le théorème, s'il est 
vrai dans ce cas, le sera encore dans le cas où le développe- 
ment aurait lieu suivant les puissances décroissantes, car un 
développement qui a lieu suivant les puissances décroissantes 
de la variable x peut être censé avoir lieu suivant les puis- 
sances croissantes de la variable -• 

X 

Considérons la fraction rationnelle v.^ . y dans laquelle 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 4l 

f{x)el¥{x) désignent des polynômes entiers enx\ suppo- 
sons que F (a:) n'ait pas de racines nulles : cela ne nuit en rien 

à la généralité, car ^-^ — ^ peut se mettre sous la forme suivante : 

E(.) + A + JL.^...^L^/iff:}, 

E(^) désignant un polynôme entier, si ¥{x) contient x en 
facteur; alors ^{x) est de degré supérieur ^/^(x) et ne con- 
tiendra plus X en facteur. 
Soient donc 

f(x) =pq -^pix-h. ..-hp^-ixV--^, 
F(x) =i qo-h ÇiX-h. . .-h qy.xV-, 

et 

(i) %— ^ = aQ-haiX -{-.,. 'r-a„T" -h. .. , 

t{x) 

les/?, les q et les a désignant des constantes. Si x est assez 
petit, la série (i), d'après ce que Ton a vu, sera convergente 
et l'on pourra obtenir aoja*, ... soit par la méthode des coef- 
ficients indéterminés, soit par la division, dont les règles ont 
été précisément établies par la méthode des coefficients indé- 
terminés. 

Nous emploierons la méthode des coefficients indéterminés 
et, chassant le dénominateur dans (i), puis remplaçant F (j:) 
et/"(^) par leurs expressions, nous aurons 



(2) \(P0-^Pl^-^ '"-^Pll^l^^~^) 

f ={qo-^ ÇiX'+- "--h qaûpV- 



qij.a:V-){ao-h ai a? -f- ... -h a,jrr»-j- . . .). 

Effectuons le produit indiqué et égalons de part et d'autre 
les coefficients de x^j Xj ^-, x^^ . . . , nous aurons 

/?0 = 5^0 «0 

p<i =q^ai-\-qiai-\-q^aQ, 



P\L—ï = ^oût[ju-i-H ^i«(jL— j-i-. • -^ î'iJL-l^O» 
(3) o = q^a^t-}- qian-i-\-qian-i-^-* '^ qij.ci,i-\i.< 
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Ces formules déterminent successivement «0? <^i 5 <^2? •..;!» 
formule (3) est l'échelle de relation. On voit que, si /i>-[à — i, 

cette formule est une relation linéaire et homogène entre les 

coefficients de [x -j- i termes consécutifs de la série. 

Réciproquement, si la relation (3) a lieu entre les termes 

de la série 

supposée convergente, celle-ci est le développement d'une 
fonction rationnelle. En effet, l'équation (3) peut s'écrire 

on a de même 



En ajoutant toutes ces formules, on a 



OO oc ou 



x^ 

n n — \ n— [X 



OU 



\^'» ^«-1 x"-^l ^ " a7«-i 



M 



— :;l^ (««^'* + a«-i:F«-i) — . . . = o; 



^/» 



on en conclut 






/» 



P et Q désignant deux fonctions rationnelles de x. Donc : 

Théorème II. — Toute série récurrente est le développe- 
ment d\ine fonction rationnelle de x. 
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XI. — Théorème d'Eisenstein. 
Soient a/y des entiers; posons 

Xo = aoo H- ci>oi 3P ~\- ao2 x^ ~\-, . . + ûTojjl ^^i 
Xi = «10 -h «11^?+ aija?* -f-. . .-h a^^xV-y 



et supposons que l'inconnue j^ de l'équation 

(0 r'"X,„-f-7"»-*X,„_i-f-...-h7Xi-4-Xo=o 

soit développable en série de la forme 

(i) j' = 6io-h bY\X-\- 6i2a7*H-. . .-h bux^-^.., ; 

OH aura 

Iy^ = ^20 -+-621^7-4- biiX^ -+-...+ biiXi -f- . . . , 
> 

d'ailleurs 

bii = 6io6,/-h6ii6i/_i -h. ..-i- 61/6,0, 

63/ = 6,0 62/ -4- 6,1 621-1 -f-. . .-4- 6,/ 620, 
(3) j , 

Les valeurs (2) de^jj^-, . . . étant portées dans l'équation (i), 
celle-ci doit être satisfaite identiquement. Ainsi, quel que 
soit Xj 

(«inoH-^/nl^-t-* • ')(^mO-+- ffmlX-{-. . . ) 

-+-(«/n-10-H Cl,n-llX-\-. . .)(bfn-io-+- ^m-llX-h,. .)-+"••• 

•4- «00 -i- «01 ^ -i- . . . = o ; 
on doit donc avoir 

^/no6//io-i- ^/n— Io6/n— 10-f-. . .-h «oo ^ O, 
(a/«o6,rti-f- «/n-i Omo)H-. . .-4- «01 = G, 



(4) 



(5) 



( <3^mO bm[L -+-...-+- «/n(l 6,;,o ) + . . . -f- «0|JL = O. 

(a,rto6m{i-4-i + ' • •■+■ ^/«pL 6/7,1) -Î-. . .-+- o = o, 
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En vertu des équation s (3), 60/ sera fonction de &10, ^n? • • • 
bxi et ne contiendra pas 61,^.1-1? ii,/+<? • - • • donc 63/ sera fonc- 
tion des mêmes quantités et ne contiendra pas non plus 6i,i_|-« , 

^l,/+2 5 • • • • 

Les jjL équations (4) pourront donc senir à calculer 
^H?6i2» •••? 6<{i.. Je suppose que ces nombres soient ration- 
nels, ainsi que 610? q^c Ton peut calculer directement : c'est 
la valeur de jk pour a: = o. 

La première équation (5) fournira ftiji+i \ le coefficient de 
cette quantité ne pourra provenir que des termes 

(6) «/wo^/;i,{x+i -^ <^//î-io^//î i,jx-i-i -H- • •-H^io^i.jx+i- 

Or, en n'écrivant dans b^ , ^^s , b^, pL+< , . . • que les termes con- 
tenant 6|,{ju|_o on a, en vertu de (3), 

^I,(JL-Hl = 2 6io^l,{JL+l -4-. . . , 

En portant ces valeurs dans (6), on voit que cette expres- 
sion sera de la forme 

P désignant un poljnôme entier en 6io à coefficients entiers 
et indépendant du nombre [x. Il résulte de là que b^ ,^^s sera de 
la forme 

«i.jjL+i — p ; 

on aura de même 

^I.lA-»-2- 7; 



/désignant une fonction entière à coefficients entiers. Les 
seuls facteurs premiei's qui pourront entrer en dénominateur 
dans bii(, où k'^^, sont faciles à déterminer. P est un poly- 
nôme en b^ du degré m ; en multipliant donc par la puis- 
sance m'^""* du dénominateur de bio, on pourra mettre 6i,|i+i 

sous la forme 

F(bify ^12, ..., bi^) 
Oi,^i^i = ^ 
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R désignant un entier et F une fonction entière à coeflicients 
entiers, ^1,(1+2 sera de la forme 



^l.|l-H2 — 



K 



Supposons bi2j 6i3> • • • réduits à leur plus simple expres- 
sion; les seuls facteurs premiers qui entrent dans le déno- 
minateur de 6|^p^.i seront ceux qui entrent dans les dénomi- 
nateurs de 6i2î ^i3î • • • (que nous supposerons réduits à leur 
plus simple expression) et dans R, il en sera de même de ôi^jjL+a» 
è,,{jL|-3. On a donc le théorème suivant : 

Si Ton considère une série 

dans laquelle bo^bubn-, -" sont des fractions réduites à leur 
plus simple expression, elle ne pourra pas être le dévelop- 
pement d^ une racine y d^une équation algébrique en x et y 
à coefficients entiers si les dénominateurs de 60» ^m ^/m ••• 
ne contiennent pas un 'nombre limité de facteurs premiers. 

Ce beau théorème mettra en évidence le caractère trans- 
cendant d'une foule de fonctions. 

XII. — Développements en série de e^, sin x et cos x. 

Cherchons la limite de ( 1 -f j quand m croît indéfini- 
ment en passant par des valeurs entières; la connaissance de 
celte limite nous sera utile dans un très grand nombre de cir- 
constances. On a 



( 



ou 



(>) 



a? X'" T mini — i) x^ 

n = I -+- m 1 r 

inj m \,'i m* 

m(m — i)...(/n — n-\- i) x'^ 
i.'2.3...n m'* 

x^ 

h... 

2 



(iH ) =H h(l ) — 

\ m] I \ mj I . 

\ /w / \ mJ \ m / I . •! . J . . . /i 
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or on sait que, a, ^, y, . . . étant positifs, et tels que 

a + p + Y + ...<^i,ona 

on peut donc écrire 

6 désignant un nombre compris entre o et i . Prenons a = — > 

Q 2 3 

p=— >Y=— >..., nous aurons 
^ m * m 

\ m/ \ m/ \ m / am 

6/1-1 étant un nombre compris entre o et i ; la formule (i) 
s'écrira alors 



( 



H ) = I + --H 1-...-+- 



mj I i ,'1 i ,'1,3. . .m 

2/n 



L I 1.2.3. ../l 1.2... m 2J 

La suite écrite sur la première ligne tend vers la valeur 
de la série convergente 



(2) s= i-\ h 



X x^ x^ 



I 1.2 1.2.3. ..n 



quand m augmente indéfiniment. La suite écrite entre crochets 
a un module inférieur à la valeur de la série convergente 



j* ^«2 ■ptl 

I -+- - H h., .-h 



I 1.2 1.2. ..n 

x^ 
où /' est le module de x\ d'ailleurs — tend vers zéro. On a 

' 2W 

donc 

lim \\-\ ) =5, 

en particulier, 

lim(I^ ) =e, 

\ ni] 
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en appelant e la valeur de la série convergente 
_ ^ _JL ^ 

I 1.2 1.2.3. . . 71 

que l'on trouve égale à 2, 718281828409045.. . . 
Je dis que ( i H ] a encore pour limite e quand m croît 

60 passant par des valeurs quelconques. En effet, soient n 
etn+ 1 deux entiers comprenant m supposé positif; on a 

(-r'>(-ir>(-iri7)-- . 

On peut écrire cette formule ainsi : 

('-^ïï)"('-^ïï)>('-^^)"'>('-^jTTr'=('-^^)' 

les membres extrêmes ont pour limite e quand m = 00 ; donc 

[iH j a aussi pour limite e. 

Enfin, en appelant m un nombre négatif, il est facile de 

voir que la limite de ( i H \ est encore e quand m croît 

indéfiniment. En effet, posons m = — n, nous aurons 

lim { I H ) = lim (1 | = lira ( | 

V mj \ n] \n — \} 

= lim ( I H ) = lim ( i -\ ) ( n ] = e. 

\ n — i/ \ /i — 1/ \ n — 1/ 

On a, en supposant a: réel, 

or rien n'empêche de poser — = -; a croîtra indéfiniment 
avec m et Ton aura 
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Ainsi on a, en vertu de (2), 

/^v X x^ x^ 

(3) e^= n 1 h 



I 1 . '2 1.2.3 n 

Supposons maintenant x imaginaire et remplaçons-le 

par X + J'y/ — * î o^^ aura, en vertu de (2), 



m / I i.ji 

Calculons le premier membre ; cherchons d'abord son module : 



m 



t 






I 



ou, en désignant ^ =^— par a, 






Cherchons maintenant son argument; Targuinent de 

X -^Y J — 1 

I -\ "—^ 

m 

est compris entre son sinus et sa tangente, c'est-à-dire entre 

Z L 
m m 
' et j 



\ \ m/ 771* 



X 
I H 

m 



l'argument de ( i H — j y m fois plus grand, sera 

compris entre 



y et ^1-, 



\ \ ni/ m* 



X 

I H 

in 
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qui tendent tous deux versj^ pour m = oo . On a donc 



liml I -H — ) = e^(cosy H-^ — i sinj^), 



c'est-à-dirC; en vertu de (4), 

en particulier, si Ton prend j: = o, 

/ — . r\J — I r' r'v/ — ' 

cosv -\- sJ — I sinr = i -^ " — - — 7i — J-. . . ; 

*^ '^ I I.'2 1.2.3 



el, en égalant les parties réelles et les coefficients de \J — i , 



1.2 1.2.3.4 1.2.3.4.6.5 *'*' 



y 



sinj = - — 7— -T7 + 



1 1.2.3 1.2.3.4.5 



Ces formules, toujours convergentes, donnent les développe- 
ments de cos^ et sin^ en série. 



XIII. — Généralisation de la fonction exponentielle 

et des fonctions circulaires. 



La fonction définie par la série toujours convergente 

X X^ T" ' 

(I) '+7-*- 



I 1.2 1 . 2 . 3 . . . /t 

est égale à e^ quand x est réel; il est tout naturel de la 
représenter par le symbole e^ quand ,v est imaginaire : c'est 
ce que nous ferons; nous aurons alors, en changeant x 

en a:4-jKv/^^, 

r— T-hyx/ — I (xA-y\/—i) 

e^-^y^^= 1 H '^-^ \- -^-^ ^ 4 . . . : 

I 1.2 

L. — Traité d'Analyse, I. 4 
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si l'on compare cette formule avec la formule (3) du para- 
graphe précédent, on voit que 

(2) e-'-^y^-^ = e^{cosy-{-^— isinj'); 

de cette formule on peut déduire toutes les propriétés des 
exponentielles : ainsi* , par exemple, on a 

c'est-à-dire, quels que soient z et zf^ 






On aurait de même 

Les formules démontrées au paragraphe précédent, pour 
le cas où X est réel, 

(a) cosa7 = i h 



1.2 1.2.3.4 ' 

(3) siiia7 = a7 -I . ■ ■ > — ... , 

et qui sont toujours convergentes, peuvent également servir 
à définir coso; et ûxlx quand x est imaginaire. Multi- 
plions (3) par y/ — i et ajoutons avec (2) : nous aurons 

/ . X \l — I .r* .r' J — I 

cosa? H- / — I sma? = iH — h . . . , 

1 1.2 1.2.3 

c'est-à-dire, en vertu de (1), 

cosrp-i-v/ — I sina? = e*^^. 
En changeant a; en — a:, on a 

cosa: — / — I sina? = c-**'-*; 
d'où l'on tire 

cosa? = 9 sinar = • 



2 



/■ 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SÉRIES. 5l 

formules importantes et qu'il faut retenir. Ces formules 
pourraient servir de définition aux fonctions cosj; et sinj?, 
quel que soit j;; il est facile d'en déduire la formule 
d'addition des arcs : ainsi 

cos(a: -+-/)= ^ 

gxv'rî _j_ g-xv^ gy>/^_^ e-y^^ 



'2 1 

1 / — I 1 /— I 

= cos^ cos^ — sin x ûny. 

On démontrerait de même les formules 

sin(a7 -\-y) = sina? co%y H- ûny ces j:, 
sin'a?-}- cos*ar = I, 

qui se trouvent établies même pour les valeurs imaginaires 
de X et y, 

La fonction a^, peu usitée, se définira par le moyen de 
l'équation 

La fonction tang j; se définira par cette autre formule 

sin j? 
idiDSx = : 

° COSiC 

cotx, cosécj? se définiront au moyen des relations 

I ,1,1 

cet J7 = } coseca7= —. — > sec^ = 



tangâ? smâ? cos^; 

XIV. — Origine purement analytique des sinus et des cosinus. 

Comme plus haut, prenons pour définition de la fonc- 
tion e* la formule suivante, vraie pour les valeurs réelles de Xy 

X x^ x'^ 



1 1.2 ni 
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alors on aura 

ey=i-\- - -h ^ 1- . . . -f- ^ 

I 1.2 ni 

OQ en déduirait par multiplication 



2 vn 

• • • » 






e*er = n — ^-H...4- I -^-f-; -T '-^H- ; -r*^ -h... I -h, 



ou 



37 -h y 



w! L I t. 2 '^ J 



37 4- V (.r-!-y)'' 



ou 



ou enfin 



n! 



La fonction e^, définie comme on vient de le dire, i° est 
continue en vertu du théorème d'Abel; a° e//e jouit de la 
jtropriété 

(i) e^ey=e^'^y, 

et en général de toutes les propriétés de la fonction expo- 
nentielle réelle que r on peut en déduire. 

Avec la fonction e^ on peut former les fonctions composées 

gj:_j_ g— jr qX Q—x ^j? v'— 1 _i_ p— a- v — 1 e^v'— i ^—x\'~ 

— J ? > — • 

2 2 2 2 

Nous connaissons les deux dernières; si elles nous étaient 
inconnues, on pourrait les appeler sino? et coso:; sin.r et cosjr j 
sont ainsi définis d'une façon purement analytique : les deux 
premières fonctions sont ce que Ton appelle le cosinus cl 
le sinus hyperboliques de x. Nous poserons donc 

- c* -h e-^ . , €^ — e-^ 

i'i) cosha7= y SinllJ7= , 

^ ' 2 2 

(3) COS37 = > sina^= — ; 

2 2/ — I 
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on en déduit immédiatement 

cosha? = cos^/ — I, sinhx = --=z= sinar/ — i, 

/-=i 

cosharH- sinh^r = c*, 

cos^ -+- v/ — I sinx = e^^-^f 

. x^ a?* 

cosh^ = I H 



?. 1.2.3.1 

. , x^ X* 

Sin ha: = 37 -t- —r H- -T-r H- . . . , 

i ! 3 ! 



cosx =1 r -+- T7 

2 I 4 • 

X^ X* 

sinx = x-jj-^j^ 



Des formules (3) on tire, comme on l'a déjà vu, 

cos*a7-+- sin'a? = I, 
cos(37 -\-y) = cosar cos^ — sina? sinj^, 
siD(37-f-j')= sina^cosj' -i- sinj' cosar. 

Des formules (2) on déduirait de même 

cos*h37 — sin^ha; = i, 
cosh(37 -}-y) — cos h 37 cos h^ -+- sinhajsinhj^, 
sinh(37-f-j^') = sinh37COsh^ — sinhj^coshj", 

et ces nouvelles fonctions sont continues par rapport à x. 

sinar ^ sinhar , j- • . i_ i 

:: — et — 7-- sont les lanerentes ordinaires et hyperbo- 

liques de x; les inverses du sinus, du cosinus, de la tangente 
sont ce que Ton appelle la cosécante^ la sécante et la cotan- 
gente, 
La formule 

37^ a7* 

cosa7 = 1 h T7 — • • • î 

1.2 4* 

lorsque x est réel, peut se mettre sous la forme 

/ / X a:' 6 37* 
U) cosa7 = i \ ---, 

I . '2 1 . 2 . i . 4 
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8 désignant un nombre inférieur à i puisque, en posant 

cosa? = I > 

2 

l'erreur est moindre que r-y ; mais cela suppose les termes 

de la série décroissants à partir de ^-j; il suffît pour rem- 
plir cette condition que x soit inférieur ou égal à 2 ; or, pour 
^ = 2, la formule (4) donne 

cosa7= I — 2-4-6 — * 

cos^ est donc négatif pour x = 7.\ pour ;r = o, il est positif : 
donc, entre o et 2, Téquation cosa; = o a une racine au 

moins. Soit - la plus petite racine positive de cos^ = o; on 

aura 

COS— = COS =0. 

2 2 

On a ensuite, en vertu de la relation cos^^ + ûw^x = i, 

.11 , • / '^\ 
sin-==fci, sinl )=nzi; 

2 \ ij ^ 

mais, de ^ = o à ^= -? cosa; reste positif; sina:, d'abord 

positif, ne saurait passer par zéro, puisque sin^;^ + cos2;r = i, 
et par suite ne saurait changer de signe : donc 

sin— =-f-i, sin = — I. 

2 2 

Il est facile de prouver que sin^ et cos^ ont pour /?e- 
riode 2 7r, c'est-à-dire que 

COS ( 2 TU -f- a?) = COS 57, sin(2 7c-f- a:*) = siniT. 
« 
On a en effet 

cos(a:-f-j^) = cosa7cos/ — sin a: sin/; 
donc, faisant j^' = -^ > 

cos (a7-H-j = — sin a?; 
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on aurait d^une façon analogue 



sm ( a? H — j = cos a? ; 



cosi 



donc, en changeant a: en j: + — , 

(a: -f- ir) = — sin l x -^ J = — cosar, 

sin(a7 -f- ir) = — sin a?; 
changeanl a; en ;r -|- tt, on a 

cos(a? -+- air) = cosa:, 
sin(a7-!- 27r) = sina;. 

Le nombre ir reste à calculer; on verra plus loin comment 
on peut le développer en série. 

Nous retrouvons ainsi toute la Trigonométrie, en la généra- 
lisant, et nous voyons, ce qui est important, que les fonctions 
circulaires ont une origine purement analytique qui rend 
leur théorie indépendante du postulatum d'Euclide et des 
inlTes postula ta de la Géométrie. 



XV. — Des logarithmes en général. 

Toute imaginaire peut être mise sous la forme 

r(cosô H-/^i sinô), 

r désignant le module et 6 l'argument ; mais cos6 -+- y/ — i sinO 
est égal à e^^^ : donc toute imaginaire peut se mettre aussi 
sous la forme 

et même sous la forme 

On voit donc qu'il existe un nombre u = logr -\r 6 y/ — i tel 
que e" soit un nombre donné, r(cos8 +y/ — i sin 6); ce 
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nombre u est ce que nous appellerons le logarithme de 

r(cos6 -h/ — I sin6). 

Ainsi le logarithme d'une imaginaire est l'imaginaire 
qu'il faut prendre pour exposant de e pour reproduire 
[^imaginaire donnée. 

Le logarithme de l'imaginaire r(cosO+y/ — i sin6) étant 

Jogr H- y/ — I, on peut dire que : 

Le logarithme d'une imaginaire est égal au loga^ 
rithme de son module, augmenté de son argument mul- 
tiplié par \J — I . 

Ce logarithme a donc une infinité de valeurs, puisque 
l'argument est lui-même susceptible d'une infinité de valeurs. 

Par exemple, le logarithme de la quantité réelle et positive 
r, dont l'argument est 2^:71, sera 

logr-f- ikn^ — 1, 

logr désignant le logarithme ordinaire de r. 

logi = iki:^ — I, log — 1 =(2A:-h 1)71/— I, 
log/ — I = ir/ — 1, 

Quel que soit a, on définit a^ par l'équation 

il est clair alors que l'on a 
a^\ay= a^-y, 

On n'a pas éprouvé jusqu'ici le besoin de définir les loga- 
rithmes imaginaires dans une autre base que e. 

Il va sans dire que l'on a, comme dans le cas où x et j^ sont 
réels, 

loga7-.log7 = log-, 
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ces formules découlant de 

e^ ey — e^-^y. 

XVI. — Fonctions circolaires et hyperboliques inverses. 

Les fonctions inverses de sinj;, sinhj;, cosa:, cosho;, ... 
sont désignées par arc sîn^, arcsinhj;, arccosj;, arccoshj?,.... 
Ces fonctions inverses peuvent toutes s'exprimer au moyen 
des logarithmes; par exemple, si l'on fait 



on en tire 



arc sin^ = m, 



a: = sin M = — 



OU 



e 



/ 



2m^=T __ .^ ^uy/-\ X )J — I — 1=0, 



I d'où 

I « 



et, par suite, 



u = —=^ log {x ^ — I zt / 1 — x^) , 



ce qui peut encore s'écrire 



' 1 / _j_ /—i \ 4 ^ -+- ï 

u = — =z log [xzh^ x^ — I j + ^* 

/ — I ^ 

I On trouve ainsi les formules suivantes : 

^rcsmx= -—=\og{x± ^ x^ — i;H it, 

I y — ï ^ 

arc CCS a? = -==z log (a? ±: ^x^ — 1 ), 
/— I 

arc tang a: = log '^-:_^ = ——=. log -^--^ ; 

2/ — ï 1 — x^ — 1 '1 y — I ' i-t-^ 

arc sin h a? = log (a? ± / 1 -h ar* ) , 

arccosha? = log {x±^ x^ — i)^ 

1 , \ -\- X 

arctangha7= - log • . 

2 I ^"^ X 
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XVII. — Digression sur la nature des exponentielles. 

Le théorème d'Eisensteîn, démontré page 43, montre que e^, 
sin^r, cosa:ne peuvent être racines d'une équation algébrique 
de la forme /{x^y) = o, / désignant un polynôme à coeffi- 
cients entiers : ce sont donc bien des fonctions transcendantes 
et it en est alors de même des fonctions tang^, arcsin^, 
sinh^, ..., car les fonctions e^j sino:, cosj:, développées 
suivant les puissances de Xj se composent de termes dont 
les coefficients sont des fractions irréductibles qui contien- 
nent en dénominateur une infinité de nombres premiers. 

Il ne faudrait pas conclure de là que e^ ne peut pas être un 
nombre rationnel pour des valeurs particulières de x. Nous 
verrons plus tard que e^, quand x est entier, et que ir, tï* ne 
sauraient être commensurables ; pour le moment, bornons- 
nous à' démontrer l'incommensurabilité de e. On a 

_ I I 

I 1 ,1.6. . . m 

si e était commensurable, on pourrait le supposer égal à une 



P 
entre eux; on en conclurait 



fraction - ayant ses deux termes p, q entiers et premiers 



P ' 

- =H h. .. 



q I 1 .2.3. . . q 

et, en multipliant par 1.2...^, 

i.2.3(û' — i)o=i.2.3...a4-...-i-i -\ \- , r-7 r-f-. . ., 

ce qui peut s'écrire 



E= — h 



q-^i {q-^i){q-^^) 

E désignant un entier; or je vais prouver que le second 
membre de cette formule est moindre que i. Cette formule 
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sera donc absurde et e ne pourra pas affecter la forme - : 
Usera donc incommensurable. On a en effet 



+ ; n r-4-...< 



ou 

I 

<C -• C.Q.F.D. 

On prouve d'une façon analogue que e ne peut être racine 
d'une équation du second degré à coefficients entiers. 



XVni. — Quelques théorèmes concernant les séries doubles. 

On appelle séries doubles une suite indéfinie de termes 
que l'on peut supposer rangés de la façon suivante. 

A chacune de ces quantités attribuons deux indicés, en 
sorte que l'une quelconque d'entre elles puisse être repré- 
sentée par Uij : on pourra alors regarder i et y comme deux 
coordonnées et l'on supposera la quantité w/y écrite sur le 
point du plan ayant pour coordonnées les nombres entiers 
i et y. 

Une série double 



(0 



Uqq -+- Uqi -h Mot -+-.•. H- Wo« -î- . . . 
M- Mjo -f- Un -4- Ui2 -\- . . . -\- llin -h . • - 



^^i^\\Q convergente lorsque, ayant décrit un contour quel- 
conque coupant l'axe des x et l'axe des y^ la somme des 
termes de la série contenue à l'intérieur de ce contour tend 
vers une limite déterminée toujours la même, quelle que 
soit la manière dont le contour se déforme, lorsque ce con- 
tour s'éloigne indéfiniment de l'origine. Cette limite est la 
valeur de la série. 
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Théoueme I. — Pour que la série (i) soit convergente^ 
il faut que uij tende vers zéro quand i etj croissent indé- 
finiment. 

Théorème IL — Si une série double à termes positifs 
est convergente, toute série à termes égaux ou plus petits 
respectivement et positif s est convergente aussi. 

Théorème III. — Si aij désigne le module de uij et si la 
série dont le terme général est aij est convergente, celle 
dont le terme général est utj est convergente aussi. 

Théorème IV. — Une série double à termes positifs ne 
change pas de valeur quand on intervertit V ordre de ses 
termes. 

Théorème V. — // en est de même pour une série quel- 
conque, lorsque la série des modules de ses termes est con- 
vergente. 

Théorème VI. — La série double dont le terme général 
est x^y"j X et y désignant des nombres moindres que i, 
ou dont le module est moindre que i, est convergente. 

En effet, si l'on fait la somme des termes contenus dans un 
rectangle contenant m termes dans une rangée horizontale 
et n lernjes dans une rangée verticale, on trouve 

yn—l /p/« 





£ 




+ 


I 


y 




I 




X 


X 


ou 




l 











•yll- 

4- ^^— 
I — 


-1 

X 


— 


xm 
I — X 


— 


yXfH 

1 — X 


yn 








xm 





X 



ynx'n 



quand m et n croissent indéfiniment, cette somme se réduit à 

— — • Si X et^ sont positifs, la somme en question a 

toujours même limite, quel que soit le contour dans lequel 



J 
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on emprisonne les termes de la série; donc la limite est la 
même quand x et y sont imaginaires. 

Théouème VII. — Si la somme des termes d'une série 
double tend vers une limite déterminée, les termes pris 
dans la somme étant contenus dans un contour c qui 
grandit indéfiniment en tout sens, en suivant une loi 
déterminée^ la série ser-a convergente pourvu qu'elle soit 
à termes positifs. 

En effet, la somme des termes contenus dans un contour 
c' différent de c peut toujours être supposée contenue dans un 
contour c suffisamment grand. Soient 5 la somme des termes 
relatifs au contour c, s' la somme des termes relatifs au con- 
tour d : on aura 5' < 5 ; or 5, par hypothèse, a une limite S : 
donc y < S ; donc s' croissant avec c' a une limite S' < S ; on 
verrait de même que S ^ S'; donc S = S'. c. q. r. d. 

11 résulte des théories précédentes que, pour évaluer la 
valeur d'une série double telle que (i), on peut la consi- 
dérer comme la limite de la somme des termes contenus 
dans un rectangle dont la hauteur serait infinie et dont la 
base irait en croissant indéfiniment, ou dont la base serait 
d'abord infinie et dont la hauteur irait en croissant indéfini- 
ment (en appelant base la dimension horizontale et hau- 
teur la dimension verticale). Ainsi la valeur de la série (i) 
supposée convergente peut s'écrire à volonté 



2 w,„-^2l^,«-^^ 



Uin 

/» = n= n = 

ni — » m =» m = » 

m = m — /n= i) 
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XIX. — Application destinée à faire comprendre l'utilité de la 

théorie des séries doubles. 



En évaluant la série double convergente 

a' a' a" 



3C 

I . '2 " 1.2.3 ni 



« • • I i I . . . 



a* a* a'» 

a2-f- -j -h- ■:rj -T-...H 7- 

/s ; Il 3! ni 



2Î ni 



de deux manières, on trouve l'identité 

/ (ea' — I)^- (e3^»--i)-f-...-h(e«"— 1)+.. 
(a) '. a I a2 I a'* 

f = i r-f-...H 

^ 1 — a 1 . '2 I — a* 1 . 2 ... n 1 — a'* 



• < 



Pourquoi la série (i) est-elle convergente? Pourquoi la 
formule (a) a-t-elle lieu? Son premier membre est-il conver- 
gent? Voici la réponse à ces questions : 

I® Le second membre de (a) est convergent, parce que le 
rapport d'un terme au précédent a pour limite zéro; a® la 
série double (a) est convergente, parce que la série formée 
par les modules de ses termes est convergente; et, en effet, 
les termes réduits à leurs modules forment une série conver- 
gente, puisqu'on peut trouver une limite à la somme des 
termes compris dans des contours rectangulaires ; 3® la série 
(i) étant convergente, on peut la sommer en prenant les 
termes compris dans des rectangles de bases infinies, ce qui 
fournit le premier membre de (a). 
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EXERCICES ET NOTES. 



1. La série Mq ^- "i -H . • • -H w»-H • . . est convergente lorsque la 

1. 

limite de (modu'^)'* est moindre que i quand n croit indéfîniment, 
ou quand cette quantité reste constamment moindre qu'une quantité 
finie moindre que i. {Voir une démonstration de ce théorème 
Ch. XIII, § V. ) 

2. Supposons que, dans la série m© -H "i H- . . . -î- m», on ait 

Un^\ n^ -f- A rî^—^ ■+■ B n*-^-k- . . . 
Un n^ ■+- ari^-^ ■+- bn)—^ -f- . . . 

si la première des quantités A — a, B — 6, ... qui ne s'annule pas 
est positive, la série est divergente; la série est convergente ou diver- 
gente suivant que A — a-4- i est négatif ou positif. (Gauss.) 

3. La série Mq + Mi -+-...-+- a» -f- ... est convergente ou divergente 
suivant que Ton a 

loff — 

lim -i > ou < I. 

logn 



4. La série 



. H : h . . . 



^logui 31og3 /ilogn 

est divergente. 

5. Si To, Tj, r2, . . . sont des nombres indéfiniment décroissants 
et 6 un arc qui ne soit pas multiple de ir, les séries 

ro-h Ti cos6 -h Tj cosaô -f-, . .-h r^ cos7i6 -^. . . , 
Ti sinô -f- Tj sinaô h-. . .-+- r„ sinnô -f-, . . 

sont convergentes. ( Bjôrling. ) 

6. a, 6, c, ... désignant les nombres premiers impairs, on a 

I — ar ^ I — x<^ ^ I — x^^ ~ jLdi — x^^^ 

= a: -h a?* -4- a?* -h â?» -f- . . . . ( Catalan. ) 

7. Si m est entier et positif, on a 

mP mP(mP — i) mP(mP — i){mP — 2) _ 

I — ^— - —4— ^•^^—^■^^—^— — _ ~T~ • • • — O. 

\P iP-iP lP,lP.3P 
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Quand m n'est pas entier, le premier membre est une série dont on 
demande les conditions de convergence. 



8. Étudier les conditions de convergence de la série 



m 

I H x-\- 

1 



m(m — i) . m(m — t)(rn — i) , 

1.2 I . 2. 3 



9. Calculer à — r près la valeur de la série 

10' ^ 



2* • 3' 



4^ 



10. On a 



/i« 



I I 

1.2 2.3 " 3.4 

1 I 



t • • 



ï.2.3 2.3.4 3.4.5 
Généraliser. 



1 



• • • — ~" I j 



/i(/i-h i)(n-4-2) 



I 

4 



10. La série 



/1.2 /2.3 



est-elle convergente? 



II. La série double 



sj n yn-T- 1 ) 



I 

3.2 



2.3 2.4 



V- 



3.4 



4.2 . 4.3 4- 



dont le terme général est > est divergente. 



m,n 



12. La série double dont le terme général est — est convergente: 



nv 



sa valeur est égale 



à -[ son premier terme étant — \ 
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CHAPITRE m. 



THEORIE DES DÉRIVÉES. 



I. — Définition de la dérivée. 

Quand une fonction /(j;) est continue, raccroissementquc 
prend celle fonction f[x-\-h) — /(^) est infiniment petit 
avec raccroissemenl correspondant h de sa variable, et en 
général, comme nous le verrons, la limite du rapport de ces 
deux accroissements infiniment petits est fini. On lui donne 
le nom de dérivée de la fonction f{x). 

Ainsi la dérivée d'une fonctiony(j;) est la limite du rapport 
de l'accroissement que prend la fonction à Taccroissement 
correspondant de la variable quand ce dernier tend vers zéro. 

La dérivée d'une fonction de x^ /(•^)» est en général une 
autre fonction de x^ que Ton désigne pas f'{x). Quand une 
fonction de x est représentée par une seule lettre j', sa dé- 
rivée est représentée par y' , 

Il est difficile, peut-être impossible, de prouver que toute 
fonction continue admet une dérivée; quoi qu'il en soit, 
nous admettrons dans ce qui va suivre que les fonctions sur 
lesquelles nous raisonnerons ont des dérivées. Nous prou- 
verons d'ailleurs, en montrant comment on peut les calculer, 
que la plupart des fonctions que l'on rencontre en Analyse ont 
des dérivées. En résumé, sif{x) désigne une fonction, y(^) 
sa dérivée, on a par définition 

xt/ \ 1- f{x -\- h)'-f(x) 
f{x) = lim ^^ -^-^ , 

pour A = o. 

L. — Traité d'Analyse, I. 5 
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De là on déduit 



•û^±4-^)=/'(^)-H 



e désignant une quantité qui tend vers zéro, avec A, ou 

formule fréquemment employée. 

S'il n'est pas prouvé que toute fonction continue a une 
dérivée, il est bien clair, au contraire, que toute fonction 
qui admet une dérivée finie est continue : c'est ce que montre 
la formule (i) ; on voit en effet que, si l'on y suppose h infi- 
niment petit, /(x-\-h) — /(^) est infiniment petit. Ainsi, 
quand une fonction a une dérivée finie, à un acc*roissement 
infiniment petit quelconque de la variable correspond un 
accroissement infiniment petit .de la fonction, ce qui veut 
dire que cette fonction est continue. 

Le mot dérivée et la notation que nous avons adoptée pour 
représenter la dérivée sont de Lagrange, mais, au fond, l'idée 
de dérivée remonte à Leibnitz et à Newton. Nous ferons bientôt 
connaître la notation de Leibnitz. La notation de Newton n'est 
plus employée aujourd'hui; il représentait la dérivée dej>^ re- 

• 

latlve à X par "Ç • Cauchy a souvent employé la notation D^^^ 



II. ~ Dérivée d'une somme, d'une différence, d'un produit, 

d'un quotient. 

Déhivée d'une soMxME algébrique. — Soient w, v, «', . . . 
des fonctions de x\ a, b, c, . . . des constantes ; si u! y ç\ 
iv\ ... désignent les dérivées de u, v^ iVy , . . , la dérivée de 

y z= au -\- bv -\- CiV -^ , , , 

sera 

y = au -\- bi>' H- cw' -H . . . . 

En effet, appelons Ax (A désignant non plus une quantité, 
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mais bien les mots accroissement de) un accroissement înfî- 
nimenl petit donné à œ^ et soient Aw, A(^ ..., ^y les accroisse- 
ments que prennent alors m, i^, fv, . . . , j' ; on aura, en chan- 
geant, dans l'égalité ^ = au-\- bv -\- cw^ x en x -\- Ao;, 

d'où, par soustraction, 

A^ = a Am -f- 6 Ai? - . . . 

et 

Ar Am , Ai? 

-^ = a — -f- b — -{-...: 
^x ^x Lx 

or, pourAj?= o, les limites de -^y — j ••• sont par définition 

les dérivées j'', z/', v' On a donc, en passant aux limites, 

y z=z au' -^bv - cw' --, . .. G. Q. p. D. 

Corollaire /. — La dérivée d^une somme u -\- v -^ iv -{- . . . 
est la somme w' -h i^' -h fv' 4- • • - des dérivées de ses parties. 

Corollaire IL — La dérivée d'une différence u — v 
est la différence u' — v' des dérivées de ses termes. 

Le raisonnement fait plus haut suppose le nombre des fonc- 
lions w, v^ iT', . . . limité, car on s'est appuyé sur ce que la 

limite de la somme a r— -f- 6 1- . . . était égrale à la somme 

Aa? Lx ^ 

des limites de ses parties, ce qui n'est vrai que si le nombre 
des parties est limité ; on verra que : 

La dérivée d'une série ne s'obtient pas toujours en 
prenant la dérivée de chaque terme, 

Dékivéi£ d'un produit. — Considérons un produit 

y ~ uvw . . . 

de plusieurs fonctions w, i% ... ayan t pour dérivées «', v', w' , — 
Si Ton change x en x -{• Ax, w, <^, . • • , j?' prendront des ac- 
croissements Att, Ar, . . ., A^ et se changeront en w4- Aw, 
«' + Ai? et l'on aura 

j/-h Aj = (a -f- AM)(i?-f- Ai») 
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et, par soustraction, 

Aj = (a -f- AM)(i> -f- Ai^}. . . — uvw. . . 
OU, en développant, 

A/ = A uvw -H . . . -i- A vuv -h . . . -f- û, 

û désignant des termes contenant au moins deux des facteurs 
Aw, Ai^ On en tire 

Ay ^u ^v Q 

-^ = — (^W H ... H UW H- ... -f- 7 ; 

Ao? A^ Aj? Aa7 

or — ) — > • • • ont pour limites les dérivées u\ i^\ ... ; donc 

— tend vers zéro avec A.r et l'on a, en passant aux limites, 
\x * 

y = u vw-\-. . .-7- v' uw -f- ...--... . 
En divisant par j' = uvw, . . , on a 

formule plus facile à retenir. 

La dérivée dhin produit est, comme Von voit, la somme 
des dérivées de chaque facteur m^ultiplié par le produit 
des autres. 

La démonstration suppose, bien entendu, les facteurs du 
produit en nombre fini. 

Application, — La dérivée de w'", m désignant un entier, 

sera la somme de m pi-oduits, tels que u'.u"*~^ ou mu' u'^"*, 

La dérivée de a: est i, car sa dérivée est, en appelant h un 

accroissement donné à //, Uni ^ ou i ; il en résulte que la 

dérivée de x"^ est mx^"^. 

Ladérivée d'une constante estzéro,carraccroissementd'une 
constante est nul; son accroissement divisé par h est encore 
nul, et la limite de ce quotient est, par suite, zéro; il résulte 
de là que, a désignant une constante et u une fonction, la 
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dérivée de au est au! ^ ce qui s'accorde avec ce que Ton a vu 
plus haut. 

Dérivée d'un quotifnt. — Soit j' = - le quotient de deux 

fonctions m, v qui ont des dérivées w', (^'; soit Ajt un accrois- 
sement donné à la variable x^ et A/, A^/, At^ les accroisse- 
ments correspondants de j', z/, v\ on aura 

^y _ fu-^ ^u ^ \ . A _ i* Am - - M Ar 

en faisant tendre ^x vers zéro, r^> -r- > r- tendent vers r', //', 
t^, et la formule précédente devient 

• u'v — v' U 1 1 / • f j ^ \ 

ainsi est la dérivée de -• 

Application, — La dérivée de - est r, celle de -— 

est ^^— = — mx~"^~* ; donc : la déris^ée de x^ pour m 

entier et négatif est mx^~ * . 



III. — Dérivée d'une fonction de fonction. 

Si jK.est fonction de m, que u soit fonction de ^, ... et 
que w soit fonction de x, on dira que y est fonction de 
fonction de x. 

Supposons que A^, Am, Ar, ... soient les accroissements 
que prennent JK) w, r, . . . quand x croît de la quantité infini- 
ment petite Ajc; on a 

\y \y A M Ai? 

^ ■ - — ■ ■ • 

Ao: lu A(? ùkX 

Si Ton passe aux limites, -r^ S2ra la dérivée de y prise par 
rapport à u, que nous représenterons par j^^; — sera la 
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dérivée de u prise par rapport à v : nous rappellerons ul ; 
enfin -— sera v'. On a donc 

Applications, — i** Soit j^- = (x- — ^Y'^y sera le produit 
de j"^».! par la dérivée de j:^ — i ou 'd(x'^ — i )^ iix. 
2** On a évidemment^''. = i ] ory'=y'^Xy : donc 



yx'^y= l ou 7i rrz ~ . 



IV. — Dérivées de quelques fonctions simples. 

Débivée de log^. — La dérivée de log^r est la limite vers 
laquelle tend, pour/i= o, 

JL 

\o^(x -~- h) — loga? Il/ /' \ 1 / ^\^* 



h 



-î"»(-ï)="<--î) 



r-: log 



X 



r x-|x 



or la limite de ( i -i- - ) est e : donc la dérivée cherchée est 



x/ 



log e-^' ou -• 



Corollaire. — La dérivée de logw, u étant fonction de Xy 
sera, d'après le théorème des fonctions de fonctions démontré 

au paragraphe précédent, — ; cette quantité s'appelle la déri- 

vée logarithmique de u. 

Dérivée de a^. — Posons 
nous aurons 



\o^y =z x\oq^a ou x = 



log a 



X a une dérivée par rapport k y] en d'autres termes, -- 
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a une limite ; donc -^ a une limite aussi et v a une dérivée. 

En prenant alors les dérivées des deux membres de Péqua- 
tion précédente, on a 

y z= y log a = a^ log a. 

Corollaire. — En prenant a = <?, on a jk' = ^ : ainsi la 
dérivée de e^ est e^, celle de e" est e^ii'. 

Dérivée de x^. — Supposons x positif (x"* n^aurait d'ail- 
leurs aucun sens si m était incommensurable et x négatif); 
on a 



et, par suite, la dérivée de a;"' est celle de e'"'"^-^ ou e'^^'^' — 



m 

X 

ou mx"^~* , comme on Ta vu, dans le cas où m est entier. 
Si X est négatif, on fera x=^ — x' \ alors 



La dérivée de x"^ est celle de ( — i )'"x''" ou 
{— i)m mx'"^-^{ — i) ou m( — I )'«-! ar'/w-i ou mx"^-K 

Corollaire, — La dérivée de «"* est ina^^^^id^ celle de 
Va=z: a^ est — a"* ? celle de du = '^- est - ii! u - ou — ;-. 



V. — Dérivées des fonctions circulaires. 

Dérivée de sin^. — La dérivée de sin ^ est la limite^ 
pour A = G, de 

sin(iF-l- h) — sina: 

OU de 

h\ . h .h 
2 cos \ X -\ — I sm — sin — 






2 
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Le rapport d'un sinus à son arc, quand cet arc - tend vers 

zéro, a pour limite l'unité; la limite de l'expression précé- 
dente est donc coso: : ainsi la dérivée de sinx est cos^r. 

Dérivée de cos j;. — On a cos^ = sin ( ^ j et par suite, 

en vertu du théorème des fonctions de fonctions, la dérivée 
de cosa? sera la dérivée de sin (- xj prise par rapport à 

:r ou cos ( Xj, multipliée par la dérivée de a: ou 

— 1 ; la dérivée cherchée est donc — cos ( xj ou — sin^. 

On peut y arriver en cherchant la limite de 



-r [c08(iF -H A) — cosa?].. 
Dérivée de tang^. — C'est la dérivée du quotient 



sinor 



cosa? 
ou 

cosa7COsa7-h sinicsinic 



ou 



9 



* • 



- • 

Dérivée de séc^r. — C'est celle de ou — — 

cos a? cos^'iF 

Dérivée de arc sin ^. — Si l'on pose 

y = arc sina?, 
on a 

et, par suite, en prenant la dérivée des deux membres, 

j = cosy,y; 
donc 

,1 ±1 ±1 

y = 



^'est de même signe que cosj^; il n'y aura donc aucun doute 
sur le signe à adopter dans les différents cas. 

Dérivée de arc cos :r. — On a 

arccoso?-!- arcsina? = - : 

2 
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donc 

dérivée arc cos;r -+- dérivée arc sino? = o. 

La dérivée de arc cos^ est donc zo — ==• 

Dérivée DE arctangj;. — Posons 

j^ = arctanga^, d'où a7=tang^; 
en prenant les dérivées des deux membres, on a 

/ . o ' ' 
I = '\ ou r = cos2 r = -— = • 

cos*j *' ^ i -i- lang*/ I -h JT* 

Nous avons admis que les dérivées de arcsînx, arctangj: 
existaient; on peut le prouver ainsi : en posant j'= arcsin^r, 

on a a: = sinj^, et, sin^ ayant une dérivée? — a une limite : 

donc -p^ a une limite aussi, qui est l'inverse de la première; 

car à tout accroissement de x correspond un et un seul 
accroissement dejr, et vice versa. 

VI. — Théorème de Relie (0- 

Lorsque la fonction f[x) est finie et continue entre les 
limites a et b de sa variable, et qu^elle a une dérivée f {x) 
toujours unique et finie dans cet intervalle, cette dérivée 
passe par zéro pour une valeur cde x comprise entre a et b 
si l'on a /[a)=^ o, /(b) = o. 

En effet, la fonction /{x) s'annulant pour x = o, x = b, 
si nous supposons a<^b^ nous pourrons faire trois hypo- 
thèses : i" ou bien f{x) reste nul : aIorsy"'(:y) = o et le 
théorème est démontré; 2° ou bien f{x) cesse d'être nul 
quand x croît à partir de a, et croît avec x] mais, f{x) deve- 
nant de nouveau nul pour :r = 6, il faut que/(^) décroisse : 



(') Ce théorème a été énoncé pour la première fois, sous cette forme pré- 
cise, par M. O. Bonnet, mais on peut en faire remonter l'origine à Holle. 
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il passe donc par un maximum au moins pour une valeur c 
de x\ 3° ou bien/(:c), cessant de s'annuler pour des valeurs 
de X supérieures à a, décroît et devient négatif; mais, comme 
il doit s'annuler pour ^=: 6, il faut qu'il passe par un minimum 
au moins, pour une valeur de x comprise entre a et h, 

Ainsi/(x) doit passer par un maximum ou par un minimum 
pour une valeur c de x telle que a <ic <^b. Le caractère 
commun au maximum et au minimum est que, pour h très 

petit, 

f{c-^^h)-f{c) et /(c-A) -/(c) 

soient de mêmes signes : donc 

f(c-'-h)-f{c) f(r -h)--/(c) 

h —h 

sont de signes contraires; or, ces deux expressions ayant par 
hypothèse la même limite f'{c)^ qui est unique et finie, il 
faut que cette limite soit zéro : donc 

f'{c) — O. c. Q. F. D. 

Corollaire L — Si Von a f{a) =^ o,/(6) == o, /{c) = o, 
a <C b <C Cj si la fonction f et sa clérii^ée sont continues 
quand x varie de a à c et sif'\x) existe et est bien déter- 
miné dans cet intervalle , on aura 

d désignant un nombre compris entre a et c; de même y si 

l'ona/{a) = Oyf{b)^o,f(c)=o,/(d) — o,a<b<c<d, 
si f{x)^f[x), f"{x) sont jinis et continus entre les limites 
a et rf, on aura 

e! étant compris entre a et c\ et ainsi de suite. 

En effet, supposons/(a)= o,/(6) =:o,/(c) = o; en appe- 
lant a' et y des quantités convenablement choisies entre a 
et b et entre b et c, on aura, par le théorème de Rolle, 

/(«') = o, f(b')=o, 

et par suite, encore, en vertu du théorème de Rolle, 
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c' désignant un nombre compris entre a! et U ou, ce qui est 
la même chose, entre a et c, elc 

c. Q. F. D. 

Corollaire IL — Supposons que, f[x) restant continu, 
ainsi que ses n premières dérivées, quand x varie entre Xq 
et X, la (n -h 1)*^^ d^^î^.^^ existe et reste finie et bien déter- 
minée. Soient ai, a2^ . . ., a„^i, x des nombres compris 
entre ces limites, Ç une moyenne entre ces nombres; on aura, 
sif{x) s^ annule pour x = ai, a^, - . . , CLn^\j 

f{x) = {x — aC){x — ai)...(x — a^+i) •'- f-^ . 

i,'À,ô. , {n-h i ) 

En effet, posons 

(1) /(x) = (x — ai).. .{x-- an^i)e(x); 

la fonction de z 

f{z) — {z — ax){z --aî)...(z — a,,^^ ) ^{x) 

s^annulera pour ^ = «1,^2? • • • > ^//+i et ;3 = x ; donc sa déri- 
vée (/i + 1»*^^™^^ s'annulera pour une valeur $ de 5 comprise 
entre la plus grande et la plus petite des quantités «1,^0, • . . , 
«ff+i et a?; or cette dérivée est 

/«+ï(4;)— i.'2.3...(/i-f- i) Q{x) 
On a donc 

y«H-i(5)_ 1 .2.3 . . . (/i -f- \)Q{x) —- o, 
d'où 



Q{x)r= 



1 . -2 . 3 ... 1^ /i -, I ; 



Portant cette valeur de %{x) dans la formule ( i ), on a préci- 
sément la formule qu'il fallait établir. 



VII. — Formule de Tayîor. 

Nous allons maintenant établir une formule qui est, on peut 
le dire, la pierre fondamentale sur laquelle est édifié tout le 
Calcul différentiel et intégral 5 cette formule, qui porte le nom 
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de formule de Taylor, a été Tobjet de travaux nombreux ; 
elle a été successivement perfectionnée par d'illustres géo- 
mètres, tels que d'Alembert, Lagrange, Cauchy. 

La démonstration que nous allons en donner est due en 
principe à M. Hommersham-Gox ; elle a été simplifiée par 
M. Rouché, qui a combiné la démonstration de M. Hom- 
raersham-Gox avec une démonstration antérieure de Gauchv ; 
enfin le théorème de RoUe, tel que Fa exposé M. Ronnet, est 
, venu apporter à la démonstration de M. Rouché une perfection 
telle qu'il est peu probable que Ton arrive à rien de plus 
net et de plus précis dans la suite. 

Lorsque la fonction/(^) est entière et de degré n — i, on a 



Il est naturel de poser, quand y est quelconque, 

et de chercher une expression simple de R qui satisfasse à 
cette équation. R existe, car R n'est autre chose que 

f{x^k)-f{^x)--kf\x) ^— f"-^{x)\ 

il faut toutefois que, /'(^), • • • , /"* (^) existent. 

Nous supposerons que, x variant de :r à :r + A, la fonction 
f{z) ait des dérivées f'{z), . . ., /"(z); nous supposerons 
seulement que f"(x) existe entre les limites en question : 
alors /"~*(^), f'^~^{z), ..., f'{z), /(z) seront continus. 
Posant, ce qui est permis, R= PA', l désignant un entier 
positif, nous aurons 

Faisons alors 

X -h h = X, /i = X — X, 
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nous pourrons écrire, au lieu de ( i ), 

W /(X)-/(^)-i^/'(x)-... 

/«-i(^) — P(X — ar)' = o. 



/y 



1.2. .. (/ï — l) 

Maintenant considérons la fonction de z 



f{X)-f{z)-^^ fiz)- , . . 






j .2 . . . (n — I ) 



dans laquelle P désigne toujours la fonction de x et h ou 
de a: et X définie par Téquation (2); cette fonction de z s'an- 
nule pour z = X; évidemment elle s'annule aussi, en vertu 
de(2),pour^ = x. Comme elle a une dérivée, puisque/"~*(^) 
a une dérivée, par hypothèse, quand z varie de>3àa:H-A = X, 
cette dérivée s'annulera pour une valeur de z comprise entre 
xtix-\-h\ or cette dérivée est, comme il est facile de 
s'en assurer, 



1.2.3 . . . (/i — i) 



En désignant par ^4-8/t, 6 étant compris entre o et 1, la 
valeur de z pour laquelle cette dérivée s'annule, on aura 

1.2.3. .,(/l — 1) ^ ' 



en 



remarquant que X = ^ + A ; on tire de là 

^ — ' ô '~1 ^ ' 

l. 1 .2.3. . . . (/l 1 ) 

et, en portant cette valeur de P dans la formule (i), on a 
finalement 

-t- -; .//i(a;-he/0. 
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Cette formule a été démontrée pour la première fois sous 
cette forme par MM. Schlômilch et Roche. Le dernier terme 
est ce que l'on appelle le reste ; si Ton fait i= i el i = n, on 
a les deux formules suivantes, dont la première est due à 
Cauchy ; la seconde, qui est la plus utile, est due à Lagrange : 



(4) 



(4) 



J • ^ • • • l fi/ M J 

M /"(^ -H A). 



VIII. — Quelques théorèmes déduits de la formule de Taylor. 

La formule de Taylor, comme nous le verrons, est fonda- 
mentale en Analvse; nous allons d'abord en déduire le théo- 
rème de Rolle. Si l'on fait, dans cette formule, 

/? = I, elle devient 

{ 1 ) /(x -H h) --^/(x) -\- hf\x -\- e h). 

Sous cette forme, elle est fréquemment employée; elle 
montre bien que, si/(^ + li) et /(^) sont nuls, f {^x + 6A) 
est nul ^ donc, quand une fonction s'annule pour deux valeurs 
de sa variable, en restant continue dans l'intervalle compris, 
sa dérivée s'annule pour la valeur intermédiaire x -\-^h. 

Mais cette remarque ne constitue évidemment pas une 
démonstration du théorème de Rolle ou plutôt de M. O. Bon- 
net, sur lequel nous nous sommes appuyé pour établir le 
théorème de Taylor : elle a pour but seulement de montrer 
que la formule ( i ) est l'expression même, sous une forme 
condensée, du théorème de M. O. Bonnet. 
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Théorème. — SI une fonction continue reste constante 
entre les limites Xq et X de sa variable, sa dérivée est nulle ; 
réciproquement, si la dérivée dUine fonction reste nulle 
entre les limites Xq et X, cette fonction reste constante dans 
V intervalle en question. 

Si, en effet, une fonction est constante, sa dérivée, comme 

l'on sait, est nulle ; il reste à démontrer la réciproque. Soient 

donc ^ et x -\- h deux valeurs comprises entre Xq et X; on 

aura 

f{x -\- h) =f{x) 4- hfXx-i-^h). 

Or, f{x) étant nul quand x varie de Xq à X,/'(:r -h 6 A) 
sera nul, car x -i-^h est compris entre x et x -\- h et, par 
suite, entre x^ et X. On aura donc 

f{x-^h)=f{x), 

La formule trouvée a^ant lieu, quels que soient x et h, 
pourvu que ^ et :r H- A soient compris entre Xç^ et X, il faut 
en conclure que/(.r), dans cet intervalle, reste constant. 

C. Q. F. D. 

On déduit de là cet autre théorème, très important : 

Théorème. — Deux fonctions ^[x)^ 4'(^)» ^y^^^ même 
dérivée et restant continues, ne peuvent{tant qu^ elles restent 
continues) différer r une de P autre que par une constante. 

En effet, si Ton a 

cp'(^; — i]>'(ar)-_--:o, 

la fonction cp(^) — 4'(^)» ^^^^ 1^ dérivée est ^' {x) — ^'{oc) 
ou zéro, est constante : ainsi 

^{x) — ^(pc) = const. 
ou 

(p(^) = '^{x) H- const., 

et il résulte de là que, si l'on connaît une solution ^{x) de 
l'équation 

y = F(x), 

toutes les autres seront de la forme 

y = cp(;r) -H const. 
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Théorème. — Une fonction est croissante ou décrois- 
sante pour une valeur x de sa variable , suivant que pour 
cette valeur sa dérivée est positive ou négative. 

En effet, la formule 

montre que le signe de/(j: + A) — /(^) est celui def\x-{-^h) 
quand h est positif; si donc on observe qu'une fonction /"(j:) 
est croissante quand^ pour des valeurs de h suffisamment 
petites, on a 

/(x-^h)—/(x)>o, 

cette inégalité continuant à être satisfaite pour des valeurs 
de h moindres, on voit que /(x) sera croissant si f'(x -h 8 A) 
est positif; mais/'(:r + 6 A) est peu différent de/*(x)] donc, 
s\/'(x) est positif, il en sera de même def'(x -t- A), et/(x) 
sera croissant. 

On verrait de même que f(x) est décrois.sant pour les 
valeurs de x qui rendent /'(^) négatif. 

La démonstration précédente suppose /'(^) continu, mais 
elle démontre que, dans ce cas, ûf'{x) = o, la fonction est » 
croissante ou décroissante suivant que /'(s 4-x), s étant très 
petit (s = 8A), est positif ou négatif. 

Le théorème précédent est encore vrai quand y'(:r) est dis- 
continu, mais on ne peut plus affirmer que, ûf\x) = o, /(x) 
sera croissant ou décroissant suivant que/'(:r + s) sera positif 
ou négatif. Voici comment on peut établir le théorème quand 
J\x) est discontinu : on a 

f{x^h)-f{x) = h[f\x)-^tl 

£ étant un infiniment petit ; cela résulte de la définition même 
de la dérivée. Si/'(.r) n'est pas nul, on peut prendre s assez 
petit pour que f'{x) -{- s soit de même signe que f'{x)^ et 
alors on voit que f{x + h) — /(^) a le signe de f'{x) pour 
des valeurs positives de h : ce qui démontre le théorème. 



THÉORIE DES DÉRIVÉES. 8l 



IX. — Dérivée d'une fonction composée. 

Si M, ç', fv, ... sont des fonctions de x^ toute fonction 
telle que /{u, p, fv, . . . ) est dite une fonction composée 
de X. Cherchons la dérivée d'une pareille fonction. 

Donnons à ûc raccroissement Ajc, supposons que m, Çy w 
aient des dérivées ; ces fonctions prendront des accroisse- 
ments Aw, Aç^, Açv et la dérivée de /sera la limite de 

A/ _ /"( M -f- Am, i? -f- At^, w -h A(v ) — f(u, i?, w) 
ùix Ajc 

Or on peut écrire cette formule 

/ A/ I 
~ = —- [f(u -h ^u, ç -{- \Vj (V -f- A(v ) — /( Uf p -+- Ai?, w -+- A(v )j 

(0 ■, +^f/("' i^-t- Ai?, (v-hAiv)— /(m, p, (v-hAw)] 

"*"Â^ ^^^' v,w-{- Aw) — /(m, <;, iv)]. 

Comme f(x) désigne une fonction poss:5dant une dérivée, 

on a (p. 78) 

f(x -h h) =f{x) -+- A/'(a7 -+- OA) 

ou 

f{x-\-h)-f{x) = hf\x-\-^h). 

Si Ton suppose A = Ajc, on aura 

f{x -h Aa?) —/{ce) = \xf(x -h Aa;), 

8 désignant un nombre compris entre o et i. Remplaçons dans 
cette formule x par u et f(x) par /(m, (^H- Aç», (v + A<^v); 
nous aurons 

/( M -f- Am, i? -h Ai?, w -h A(V ) — /( M, i? -H Ap, w -+- Atv ) 
= ^u/u {u -+- Am, i^ -+- Ap, w -h Aiv), 

pourvu que, laissant p et iv constants, /(w, (^, fv) ait une dé- 
rivée/'^ relative à w. On aurait de même, en appelant 6' et 6'' 

L. — Traité d'Analyse, I. 6 
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des nombres compris entre o et i, 

= Ai?/;, (m, p -f- 6' At^, w -4- Aw ), 
/(a, p, iV4- Aw)— /(a, t^, w) = A(v/;^(m, t?, w-h^'liv), 

fv ^^f'w désignant les dérivées de /relatives à (^ et w que Ton 
suppose exister. La formule (i) devient alors 

A/ Au ^, , ^ . . . . 

^ = — /^(M^-eAM, i^-f-Ap, w-t-Aiv) 

At» 

-h -r-/Uw, i^H-O'Ai?, (V-f-Aw) 

Si donc/'„t f'vj f'w sont continus par rapport à w, t^, iv, 
on aura, en faisant Aa? = o, 

lim -^ ou dérivée (le/= "'/',*(«, i^, «')-f- vf^iu, v^ w)-r- w'f'^{Uy v^w). 

C'est dans cette formule que consiste le théorème des fonc- 
tions composées. On en conclut que la dérivée dUine fonc- 
tion composée est égale à la somme des résultats obtenus 
en multipliant les dérivées de cette fonction, relatives à 
chaque fonction composante, par la dérivée de cette 
fonction composante. 

Application. — Cherchons la dérivée de w*', u et v dési- 
gnant des fonctions de x. Cette fonction est composée de u 
et (^ : la dérivée relative à u est vu^~^^ celle relative à v est 
u^Xo^u] la dérivée cherchée est donc 

PM*^l u' -:- u*' log uv\ 

En particulier, la dérivée de x^ est 

xx-^-^ H- x^ \o^x = x^{ I -4- logo?). 

La dérivée de x^^^ est 

^X^jU'^-l -: x'.J^^ log 37 ( I -r- loga?) J7*. 

La dérivée de x^^^^ est 

logo? a7'*8J:-l _:- a^^x-ï Joga? =r Jia;'"?^-! logo?. 
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X. — Sur quelques fonctions dont on peut calculer la dérivée 
d'ordre n en fonction du nombre n. 

La dérivée /i*^™®de :r'" est m (w — i) . . . {m — n-\- i)x^~"y 
celle de a-^ est «^(loga)", celle de e^^ est a^e^^^ celle de 

Ladérivée/i»^"'*dew + ^ — w' 4-... es! M^^^ + ç^^"^— «'(")+.... 

Voici maintenant une formule due à Leibnitz et qui permet 
(le former la dérivée /i**'"* d'un produit : si Ton différentie 
K^=M(; plusieurs fois de suite, on trouve 

y = uv -H vu\ 

y'=z uv'"-{- 3 uv"-^ 3 m'p'-+- u"'v, 



ce qui fait soupçonner la formule générale 

C,î, Cf^, . . . désignant les nombres de combinaisons de n objets 
pris iài,!2à2,...;en sorte que Ton a, symboliquement, 

les exposants de w et i^ devant être changés en indices de déri- 
vations après le développement de (w + (^)" par la formule 
(lu binôme. Pour démontrer cette formule, il suffît de prou- 
ver que, si elle a lieu pour la dérivée /i^*^™*, elle a encore lieu 
pour la dérivée (/i + i^t^me. ^^g^j. ^jjg gg^^ vraie pour les trois 

premières dérivées, comme on le vérifie directement. 

Admettant la formule ( i ), si nous prenons la dérivée des 
deux membres, nous trouvons 

H- u' v^n,) _|_ Ci u" (^^'»-iJ + . . . ; 
or, par la théorie des combinaisons, on a 
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donc 

ce qui démontre la formule de Leibnitz. 

La dérivée n}^^^ de iis^w esl^ symboliquement, (m + (^+ ^v)^"^, 
et cette formule se déduit de celle de Leibnitz comme le déve- 
loppement de (a 4- 6 + c)" se déduit de (a + 6)", .... 

La dérivée n}'^^ de - se calcule comme celle d'un produit 

u -, quand on sait trouver les dérivées de -, et nous ver- 
rons tout à l'heure comment on peut parfois trouver la 
dérivée n'^'^'' de -. 

X. — Dérivée n''°>*' d'une fonction de fonction. 

Considérons une fonction de fonction z = (f(u)dex^ u dé- 
signant une fonction de x^ et proposons-nous de calculer la 
dérivée n}'^'^^ de ç(m), que nous appellerons z^"K On a 

z' = cp' {u)Uj 

z'"= o^'iu) u'^-h cp'(M)3 w'w'-H o'{u)u"\ 
et il est évident que l'on a 

( i ) z^ = A,i cp(»)(M) -+- An-i ^"^-^u) -{-...-{- Xif{u) -h Al (^Xu), 

Al, A2, ..., A„ désignant des quantités qui ne dépendent 
que de la fonction u et de ses dérivées. Pour déterminer ces 
coefficients, on peut supposer que Ton donne à la fonc- 
tion <f des formes particulières; en faisant successivement 
o{u) = M, M-, m', . . . , u"y on a 

a^«J =Ai, 

(u^yn) = Ai2 M -H A2.2.1, 

(j^3)(rt) = Ai3 W2 -f-A2.3.2M4-Ag3.2.I, 



(a'»y») = Ai/iw«-i-f-A2/i(/i — i)w»-«-^...-l- A„/i(/i — 1).. .2.1. 
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Si Ton pose alors A,- = ^ — -.> on obtient 

(i^î)(«) =2BiM -f-Bî,. 

(tt3){«) =3Biw2_+-3BjMH-B3, 



j 



I 12 

Pour résoudre ces équations, écrivons-les ainsi : 

m(«J = Bi, 

(2) ( (m3)(«) = B3-+-G*B,mh-GÎB,wî, 

••• • • ••• > 

(u^yri) = B,-+- GjB/_i M -h. . .4-Gj-*Bi a«-», 
' > 

or nous avons 

Cj/ Ci/ Cl 2 "1" G/ Cl 3 • • ,111 G| G/ :^ o, 

G/ — Gj- G3 H- G/ G4 — . . . ip G/ G/ = o, 
• > 

pour le prouver, observons que lay^^™® formule a pour premier 
membre 

i(i—i).,,(i—f -hi) î(i — i). ,.(i — /) /-f-i 

1.2. 3... y i.2...(y-hi) I 

i( t — i). ..{i—j— i) (y -h i)(y -f- 2) 

1.2... (y + 2) 1,2 

OU bien 

t(t~i),..(t — /-f-i) r t— y , <t— y)(t— y— i) i . 

1.2.3. ..y L ï ^'^ J 

la partie entre crochets est (i — i)'"-'; l'équation en question 
est donc bien vérifiée. Les formules (2), multipliées respec- 
tivement par Cj, Q, ~iCJ> • • •) ^^ ajoutées, donnent 

alors 



• 
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il reste à remplacer A; par — : dans (i); mais on peul 

écrire — rsous une autre forme, savoir 

le signe D'^^ voulant dire dérivée d'ordre n par rapport à ^/, 
et rindice u = ol indiquant que l'on doit faire cLr= u dans le 
résultat. On a donc 

jLB,=D2(«-.y 

et, par suite, 

'^^ ' i.2.H...n "\a /, = „ 

, ^ ""-'?'-■(") D;;-./ff_.)"-V.... 

i.-2.i...(/i — i; \a /«=« 

Telle est la formule qui donne la dérivée d'une fonction 
de fonction. 

Si l'on fait, par exemple, m = ef , on a 

D«o(e^)=e»^ ^"^/^^ D^^i'-iV -4-.... 

* 1.2.3. ..n \a /a=ri 

Or 

et, si M = e^, 

fi-i) =ie'-^-G;(.--iy^-;-p -+-.... 

a / a' ^ a'-* 

Pour a = M, on a simplement 

• D'Y--iV =iV_g;(i_i)/-+-G?(i — ay-...: 

\ Œ / M = a 

de sorte que 

* I .2.3. . ./t 

-^ o -. ^,/ /, [(/t-0''-'-c^.(/»-2)''-'+...3 

1 .2.i. . .(Al — i; 
Cetle formule est de Herschel. 
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XI. — Dérivée n}"^ d'une fonction rationnelle. 

La dérivée /i'^"® d'un polynôme est la somme des dérivées 
71*""**, que Ton sait prendre, de chacun de ses termes. Pour 
prendre la dérivée n}'"*^ d'une fraction rationnelle, on peut la 

décomposer en éléments simples, de la forme r— ou 

A.{x — a)"*", dont on connaît les dérivées /i*^™**. 
Mais on peut aussi procéder autrement. Soit une fraction 

rationnelle y = -, dans laquelle u et ^ désignent des poly- 
nômes entiers en j? ; on aura 

Si l'on prend n fois de suite les dérivées des deux membres, 
au moyen de la formule de Leibnitz, on aura 

si, dans cette formule, on fait/i = i , 2, 3, . . . , n, on obtiendra 
/i équations du premier degré, à n inconnues^', y, ... .,J'", 
que Ton pourra résoudre et qui feront connaître y" sous forme 
d un quotient de deux déterminants. 
Un artifice analogue 'permet de calculer la dérivée n^*""*^ 

d'une expression de la forme j^ z=i^ -, oh ç désigne un poly- 
nôme entier. En effet, on en tire 

pj2 = I 

et, en différentiant, 

ç'y^ -T- lyy V = o 
ou 

v'j^ -+■ iy' c = o. 

En différentiant n fois, par la formule de Leibnitz, puis en 
faisant ai r= 1, 2, . . . , n, on a des équations du premier degré 
pour calculer 7', r''- • • • , y^- 



88 CHAPITRE III. 



XII. — Formule de Maclaurin et ses applications. 



Si, dans la formule de Taylor, 
OÙ Ton a 

R= ^7 :/'»+»(^+ô^) 

I.2.. .(n-hl)"' ^ '^ 

OU 

on remplace x par zéro et A par x, on obtient la formule dile 
de Maclaurin 

f{x)=f(o)+xf{o)+...+ — -/«(o) + R, 

1 . ^ . . . # w 

1.2. ..(n -4- l)*' ^ "^ 

R = ^ ^/«+U6a?). 

1.2.3. ..n -^ ^ ^ 

Cette formule peut servir à développer quelques fonctions en 
série; mais, malheureusement, la discussion du reste, qu'il 
est nécessaire de faire, est très difficile, si ce n'est pour des 
fonctions très simples, dont le développement est toujours 
plus facile à obtenir par d'autres moyens qui ont l'avantage 
de démontrer les résultats pour les valeurs imaginaires de la 
variable. Nous allons appliquer la formule de Maclaurin aux 
fonctions /(i + œ), e^, sin^r, cos^r, (i + ^)^, mais il ne faudra 
voir dans nos résultats que des exercices, ou plutôt des véri- 
fications de la formule de Taylor, et non de véritables dé- 
monstrations. 

Développement de e^, sin^, cos:c. — Si, dans la formule 

A • Ât m ^ • • • 'v 



1.2. . .(/l -h l) 
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on remplace f{oc) successivement par e-^, ûnXy coso;, on 



trouve 



e^ = i -\ 1 h • • • -+- 



I 1.2 1.2.3. ../l I .2.3. . . (n -Hl) 

x^ a:* . cosô^r.a:*'*-*"* 

sinar = x H s— -r-= -^ 



1.2.3 1.2.3.4.5 l.-2.3...(2/l-f-l) 

a?* a:* cosô^.^^î'* 

cosa: =± I 1 -— - -h 



1.2 1.2.3.4 1.2.3. ..2/1 

Dans chacune de ces formules, le dernier terme ou, si Ton 
veut, le reste, tend vers zéro quand n croît indéfiniment ; pour 
n = 06 , on a alors les séries 

X x^ x^ 

e* = I H 1 1- 



I 1.2 1 . 2 . i . . . /t 

x^ x^ a?"» 

cosa: = I H ! ^r— 7 -^ 



1.2 1.2.3.4 2 ni 

X^ /pî/t-Hl 



1.2.3 (2/1 -H 1)! 

Développemejnt DE {\ -\- x)^ . — Lc développement de 
(1 + x)*^ est déjà plus difficile à obtenir. Si Ton fait 

f{x) = (^i-^xy 

dans la formule 

/(^)=/(o) + ^/'(o) + ...+ — -/"(o) 

a7«-Hi(,_e)«/'»+i(e:r) 

H 5-^ > 

I .2. 3. . . /l 

comme on a 

y(^) = (i-f-a:)«. ../«(iF) = (i-4-a7)«-'*a(a — i). ..(ûf — /i-hi), 
il en résulte 

^ I 1.2 1.2.3... 71 

H :ï ^ (i-f-ôar )«-«-! a(a — i).. .(a — n). 

1.2.3. .. /i ^ ^ ^ ^ ^ 

Nous allons prouver que, si x est compris entre — i et 4- i, 
le reste tend vers zéro, en sorte que, pour ces valeurs, on aura 

. a a(a — \) ^ aia — i)...(a — /i-hi) 

^ I V.'x 1.2.3... /i 
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Pour les autres valeurs de x, la série qui forme le second 
membre est divergente ; il n'y a donc pas lieu de discuter pour 
ce cas la forme du reste. Ce reste peut s'écrire, au signe près, 

,„_„(,__»).. .(,rî),<,^.,).-.(£---ë)-. 

Si l'on néglige le facteur fini ax(i -h 6x)^~% le produit des 
autres facteurs sera 

r x — ^xl Vf a\x — ^xl 

Si X est positif, chaque facteur entre crochets finit par deve- 
nir notablement moindre que i ; si x est négatif, il en est de 

A 1 ^ t ^ — ^^j-^ x'~^^x' 
même, car, en chanereant xen — x' s — devient r— r > 

quantité encore notablement moindre que i. Le reste tend 
donc bien vers zéro. 

Développement de log(i -h x), — Si Ton suppose x com- 
pris entre — i et -f- 1, on trouve, en appliquant la même for-- 
mule que tout à l'heure, 

'r«2 ^3 iV»V 



XIII. — Développement de arctang^:. 

Les applications que nous ferons de la formule de Taylor 

au développement en séries s'arrêteront à la fonction 

arc tangx. Les applications qui précèdent ont été faites pour 

nous conformer à un usage reçu ; celle qui va suivre a pour 

but de faire connaître un artifice de calcul. Soit y = tangx. 

On a 

, ^ I _ 1 / I I 

1-4-372 2 y/ — I \x — y/ — 1 X -\' \J — ; 

si Ton différentie n fois, on a 

i\J—\ L(ir — V — i)«-^i (a7-f- /^'l)«-^-»J 
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Posons 



X I 

= cosp, — siny ; 



/i -f- a"2 * /iH- x^ 

nous aurons 

ou 

j«-i = (- I )i n ! (coscp-^-v/=Tsincp>-H-(coscp-^v/:r7sincp>-^» ^^^^^^^ ^ 

ou, par la formule de Moivrc, 

y{n+\) — ( — i)«n! sin(n -- 1)0 sin"-i-icp; 

donc, pour ^ = o, cp = - , 

7=0, /=--!, y:=0, J''''rr._1.2, j'' ^ O, J^= 1.2.3.4, .-. 

et, par suite, en appliquant la première forme dç la formule 
cle Maclaurin^ el en appelant t|/ un nombre moindre que i, 

arc tanpr;r = x — -!-... r^ - - .r2"-^i — 

3 in — I '2/1-1 

Quand X est compris entre — i et + i , le reste tend 
manifestement vers zéro; quand x est plus grand que i en 
valeur absolue, il n'y a pas lieu de faire une discussion, la série 
qui constitue le second membre étant divergente; on a donc, 
tant que x reste compris entre — i et + i, 

x"^ x^ 

arc tan{2^^ = x -t — - 

3 



• • « • 



XIV. — De la formule de Taylor considérée comme formule 

d'approximation. 

La formule de Taylor n'a jamais servi à découvrir un nou- 
veau développement en série ; elle est impuissante à donner 
tous ceux qui sont déjà connus, mais elle a une grande 
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importance analytique, comme on le verra dans la suite ; nous 
nous bornerons ici à montrer comment on peut l'utiliser 
dans les calculs d'approximation. 

Supposons que Ton veuille résoudre Téqualion 

/(^)=o, 

et que l'on en connaisse une solution approchée a. En 
posant ^ = a + A, on aura 

/(aH-A) = o 
OU bien 

/(a)-+- hf\a)-^ —f\cL -+- 0A)= o. 
On déduit de là 

,f{a) a /(a) 

En prenant h= — ^77—^ > Terreur commise est 

on pourra l'évaluer en remplaçant h par une valeur supé- 
rieure à sa véritable valeur, valeur supérieure que l'on connaît 
en général, car on a le plus souvent deux valeurs approchées 
de X, et ensuite en remplaçant /''(a 4- 6 A) par le maximum 
de f"{x) quand on fait varier x entre les deux valeurs de la 
racine, l'une par excès, l'autre par défaut. 

Voici une autre application de la formule de Taylor. Je 
suppose que l'on ait construit une Table de la fonction /(a:), 
une Table de logarithmes par exemple, donnant les valeurs 

de/(i),/(2), ...,/(^),/(x-f-i), Si,x étant entier, on veut 

avoir /(^ -j- A), h désignant un nombre inférieur à i , on pose 

et l'on en conclut 
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OU, en appelant A la différence tabulaire, 

on commet ainsi une erreur qu'il est facile d'évaluer. 
En effet, on a exactement 

/(^ + i)-/(^)=A=/(^-^6'), 

h et 8' étant tous deux compris entre o et i . 
On a donc posé 

f{x H- h) = /(x)-h h\ =f{x)+ hf\x -i- 0'), 

au lieu de 

/(:rH-/i)=/(:r)-hA/\^-f-OA); 

par suite, Terreur est 

Application, — Supposons qu'il s'agisse d'une Table de 
logarithmes, l'erreur commise pour calculer log(^ + /i), 
quand on se donne x, est 



ou 



loor eh I r-r tt, ] 






^J — 6/i est moindre que l'unité : donc l'erreur sera moindre 

que 

hlos^e loffe 
'— ou • 

X'' x^ 

Pour un nombre de cinq chiffres, elle n'atteint pas le 
dixième. 

I 

Autre application, — S'il s'agit d'une Table de loga- 
rithmes-sinus, l'erreur commise dansle calcul de log sin {x + h), 
l'unité étant l'arc de lo secondes, sera 

h loge[cot(;r+ 6/i)— cot/i(ar-f- ô')] 
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OU 

Aloggsin(e'— eA) . 



cos(a7 -H bh)cos{x -h 6') 
elle est moindre que 

nr:(arcio)-, 



cos*(a7-+- 10 ) 

c'est-à-dire tout à fait négligeable pour des arcs moindre.' 
que 88^ 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Le lecteur peut prendre une fonction analytique au hasard et 

en chercher la dérivée. Pour contrôler le résultat, il suffit de donner 

à cette fonction une autre forme; en cherchant sa dérivée sous sa 

nouvelle forme, on doit trouver des résultats identiques. Par exemple, 

on a 

.r x^ 



gCosjc—.gVi — sln*^ '1 ;— 



1 — 37* X(l X)(l-+-X) 

2. Trouver la dérivée de logir, la dérivée seconde de loglogo:, la 
dérivée troisième de loglog logj?, en général la dérivée /i"™* de lo^.iX, 
en désignant loglogicpar logjâ?, loglogja; parlogsa:, .... 

3. Montrer que la dérivée de F(x) pour .r — «nr, ou F'(x), est la 

limite de — pour x = a. 

X — a '^ 

4. Trouver la /i'*""® dérivée de arc sin x. 
On observe que la première dérivée est 

_i _i _i 

(l—X^) 2 OU (l—X) 2(i--^.) 2; 

en appliquant la règledeLeibnitzàce produit, on a le résultat cherclu'. 

5. Trouver la /i*'-'"**'dérivéedelog(a7-i- /i — x^). 

6. Trouver la /i'*^™* dérivée de en le mettant sous les deux 

1 — x- 

formes ( i — x)-^ ( i -f- x)-^ et l [(\ ~ x)-^ -t- (i -h x r^]; identifier les 
deux résultats. 
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7. Démontrer que Téquation 

/iw\2 rmC/n — T)p , rm(ni — \)(m — '>.)l* , 

■+(tj ^^L"~nr-J "'+L t:^^ J "'-•••=°' 

où m est entier, a toutes ses racines réelles. 

8. Si, dans un certain intervalle, on a 

F'ix)>fix), 
peut-on quelquefois en conclure 

F(x)>/(x)? 

I 

9. Toutes les dérivées de e~P sont nulles pour x = o\ en conclure 
que cette fonction ne peut pas être développée suivant les puissances 
croissantes de x. 

10. La fonction a72(c* — e~^) croît-elle ou décroît-elle quand a? croît 
à partir de zéro? 

11. Si l'on différentie n fois de suite par la règle de Leibnitz les 
Jeux membres de l'identité suivante x^-^^= x^x^, on trouve la for- 
mule suivante, dite binôme de Vandermonde : 

{a-\-h)(a-^b — i)...(a-t-6 — n-\-i) 
= a{a — i). . . (a — ai -h i) 
-\C\a(a — i). . .{a~n-h^)b 
-hCla(a — i) . (a—n-\-3)b(b — i) 



C^ désignant le nombre des combinaisons de m objets pris i'd i. 

12. On a identiquement 

En différentiant n fois de suite et en appliquant la règle de Leib- 
nitz, on généralise la formule précédente de Vandermonde. 

13. Appliquer la formule de Maclaurin au développement de l'arc 
sina?, et dire entre quelles limites ce développement représentera la 
fonction arcsina:. 

S 1 11 11 or 

14. On démontre en Trigonométrie que cosnar, — : sont des 

sin wi/ 

fonctio nsentières de cosa? quand le nombre n est entier; on propose 
d'appliquer la formule de Maclaurin à la recherche des coefficients 
<le ces polynômes. 
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15. Démontrer la formule 



»-Ui — x^) * =( — r)"~* sin(/iarccosa7). 



(Jacobi.) 



1 



f3r2_,) î . . 1 



n 



16. — =- — ; : D«(a72— 1) * = cos( /i arccosor). (Jacobi.) 

1.3. ..(^/i-f-i) ^ ^ ^ / V / 

17. Dans la formule de Taylor, 

la quantité 6 est de la forme 1- e, e désignant une quantité infi- 
niment petite en même temps que A; mais cela suppose l'existence 
de la (/i-+- i)"'"« dérivée de /. En supposant l'existence des déri- 
vées suivantes de /, on propose de montrer que e est de la forme 
hk -f- A^B -I-. . . ; A, B, ... sont des fonctions que Ton propose de 
calculer. (On ne demande que les valeurs des premières quantités et 
non leur expression générale.) 

18. On a 

aux termes du troisième ordre près par rapport à /*. 
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CHAPITRE IV. 



DIFFÉRENCES DES FONCTIONS D'UNE VARIABLE. 



I. — Différences des fonctions d'une senle variable. 

Soit f{x) une fonction de x. Si nous donnons à x Tac- 
croissement A^, f{x) prendra l'accroissement A/, égal à 
f{x-\-^x) — f{x)y auquel on donne le nom de différence 
première de /(x). Cette différence première est une nouvelle 
fonction de x, et, si l'on y change ^ en ^ H- ùix, elle subira 
un accroissement AA/(^), que l'on représente aussi par 
A2/(^), et que l'on appelle la différence seconde Aef[x), La 
difTérence ^^^f(x) de ^^(x) s'appelle la différence troi- 
sième de/(x) et se représente par A^/(^), et ainsi de suite. 

Cherchons, par exemple, les différences successives de a^; 
en posant ^x = A, nous aurons 

A a* — a^-^-^ — a^ = a^{af^ — i), 
AS a^ z={a^+h _ a^)(^ah — i ) — a^(a^ — i)* 

et, en général, 

Les différences successives des autres fonctions sont plus diffi- 
ciles à former. Considérons cependant la fonction A^r"', où A 
est une constante; nous aurons 

la formule du binôme donnera le résultat, qui d'ailleurs n'a 
rien d'intéressant. Nous ne formerons donc pas l'expression 
générale de A'^A^'", mais nous ferons une remarque impor- 
tante au sujet de cette expression et, plus généralement, au 

L. — Traité d'Analyse, 1. 7 
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sujet de A" F (a:), en désignant par F(^) un polynôme de 
degré m en x. Posons 

F(a7)= Aa:'»-f- Bar'w-i-T- ... : 
nous aurons 

AF(a7)= A(a:-i- A)'»— Aa7'»-h B(a7-i- A)'»-i — Ba7'»-i ^- 

Si l'on développe chaque parenthèse par la formule du binôme, 
il est clair que l'on trouve un polynôme de degré m — i et 
que le terme du degré le plus élevé dans ce polynôme 
est A/n x^"^ h ; donc 

Si Ton prend la différence de AF(^), ou ^^Y{x)^ le terme de 
degré le plus élevé dans le résultat s'obtiendra en multipliant 
lie terme de degré le plus élevé dans AF(j7) par m — i et A: 
on aura donc 

A«F(ar)=^ Am(m — i)a7'«-*A«-f-... , 
A*F(a?)r= Am{m — i)(/n — 2)a7'»-3A»-h 



A'*F(rF)= Am(/n — i)(/w — 2). . .{m — n-h i)a7"»-'*A'»-i- .... 

et, en particulier, si n^= m, 

A'»F(:r)^-^ Am(m — i)...3.2.i A'". 

Ainsi la différence m**"*® d'une fonction entière de degré m est 
égale à une constante, et, par suite, les différences d'un ordre 
plus élevé^sont nulles. 

Quoique les formules suivantes soient peu employées, nous 
les signalerons, parce qu'elles peuvent avoir quelque utilité, 

^uv —{u -~ Aa)(c-f- Ap) — uv = wAp -{- pAa-f- Aa Ap, 

A(tt ih c) = Aa zh Ap, 

u u -^ \ii a _ pAm — mAp 
p~~ p-:-Ap v~ p(p-î-Ap) 



on les retrouvera le plus souvent quand on en aura besoin, 
sans qu'il soit nécessaire de les retenir. 
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Parfois la variable x peut recevoir des accroissements 
A, A', h'^ j . . . successifs inégaux. Pour ne citer qu'un exemple, 
considérons la fonction a^\ nous aurons 

Aa^ = a^-^^ — a* = a^(a^ — i), 



II. — Formnles servant à calcnler A'»/ en fonction de /(^), 
/{x-\- h), f{x-\- 2 A), . . . , et formnles inverses. 



Soit une fonction /(a:) quelconque. Posons 
Nous aurons 

(2) A/o=/i-/o, A/i =./,-/!, i,f^=f,^f^, ...; 

nous obtiendrons ensuite 

(3) Aî/o- A/i-A/o, A«/i = A/,-A/i, AV2-A/3-A/,, ..., 
puis 

si, dans (3), on remplace A/i et A/q par leurs valeurs (2), 
on a 

et, de mêmC; 

AVi^/3 — a/ï-+-/i. 

La formule (4)» à Taide de celle-ci, devient 

AV0-/3-3/,-- 3/1-/0. 

Si l'on examine attentivement les formules donnant A/o, 
A^/o, A^/o, on ne tardera pas à soupçonner la formule 

(5) A'«/o = fm - C}n/,n-i 4- CJn/rn-2 - . . . ib /o, 

OÙ C^, Cj5,, . . . représentent les coefficients du développe- 



lOO CHAPITRE IV. 

ment de (a-hx)'". Admettons la formule (5) pour toutes 
les valeurs entières de m inférieures à une certaine limite, et 
démontrons qu'elle subsiste en changeant menm-\-i. Comme 
elle a lieu pour 'm = i , 2,3, elle sera générale. La formule (5), 
appliquée à la fonction f^(^x)^^f{x + A), donne 

et, en soustrayant (5) de cette nouvelle formule, on a 

c'est-à-dire, en vertu des formules connues qui ont lieu entre 
les quantités C^, 

cette formule n'est autre que (5), où m a été changé en /n + i. 
La formule (5) est donc générale. 

Corollaire. — Il est bon d'observer que la formule (5), 
que l'on peut écrire symboliquement 

en changeant les exposants de / en indices, aurait encore 
lieu si l'on avait 

c'est-à-dire si les accroissements successifs /i, /i', h'\ . . . 
donnés à x étaient inégaux. 

On peut obtenir une formule inverse; en effet, on a, par 
les formules (a), 

(6) /i=/o4-A/o, /2=/i-hA/i, ... 
et, par les formules (3), 

(7) A/i = A/o M- A«/o, A/,= AA-^AVi, .... 

Si, dans la seconde formule (6), on remplace /< et A/< par 
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leurs valeurs, tirées de la première, formule (6) et de la 
première formule (7), on a 

/2=/o-^aA/o-f- A«/o. 

On vérifie sans peine que 

/3=/o-f-3A/o-+-3AVo+A3/o, 

et Ton est tenté de poser 

on vérifie cette formule comme la formule (;5), en observant 
que, si elle est vraie, on a encore 

/m-Hi =/i-f- c;„A/i -H GJ.AV1-+-. . .+AV1; 

d'où 

/m-Hi = /o-+- A/o-r- C;„(A/o-l- AVo)-+- G?„(A«/o-+- AVo)-i-. . • 

et, en vertu des propriétés du symbole C^, 

fin^\ = /o -i- G^i+i A/o -{- G^+i A'/o -H . . . . 

On a donc, symboliquement, 

/,„=(! -f-A)'«/o, 

pourvu que, après avoir développé (i -h A)'^ par la formule 
du binôme, on ne regarde plus A'' comme une quantité, mais 
comme un symbole de diflerentiation. 



III. — Examen dn cas où la différence de, la variable tend 

vers zéro. 

Considérons une fonction /(x), finie et continue, ainsi 
que ses n premières dérivées, quand sa variable reste com- 
prise entre x et x -\-nh. Supposons en outre que sa 
{n + iy«me dérivée soit bien déterminée ou que sa /i*^°^® dérivée 
soitcontmue. On aura, en posant Lx = h, 



A« f{x) = I 
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Si Ton développe chaque terme par la formule de Taylor, 
on a 



n 



'n 



=ni 



f{x) -f- n 

~GÎ(/i-i) 



' 1 



1.2. ..n 









±cr*i 



zlzC^-'in 



ihA«+»R.v 



Dans cette formule, Rq, Ri, . . . sont de la forme /«+*(X) 
multiplié par un facteur numérique; X est un nombre com- 
pris entre x et x -\- nh. Par exemple, Ro est égal à 



h^+\fn¥\(^x-\-^nh). 



1.2.3. . .(n-hi) 
Cette formule s'écrit, en appelant R la somme Ro + Ri 



. . . , 



(A«a?«)o 



h^ 



1 .2. . .n 



/«(a:)-l-RA'»+i. 



Dans celte formule, (A'x")o représente la différence i^^^^ de j?" 
quand on suppose x = o et A;r = i , ainsi que cela résulte de 
la formule (5) du paragraphe précédent. (A'x'')o sera donc nul, 
comme on Ta vu, pour i <! /i, et égal à i . 2 • 3 . . • /i Aj:" pour 
iz=zn ou, comme ^x = i, à i .2.3. • ./i. La formule précé- 
dente devient alors 

si Ton divise par A'', on a 

et, quand on fait tendre h vers zéro, on voit que, slf^'^*(x) 
existe, ou si /"(x) est continu, la limite de / \, pour 
Aj? = o est f"(x). 
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IV. — Formnles d'interpolation de Newton et de Lagrange. 

Interpoler, c'est trouver une fonction qui prenne des valeurs 
données pour des valeurs correspondantes données de sa va- 
riable. Le problème de l'interpolation est donc indéterminé* 
Lagrange s'est proposé de résoudre le problème de Tinterpo- 
lationen assujettissant la fonction in terpolatrice àétre entière 
et de degré inférieur d'une unité au nombre des couples de 
valeurs simultanées données de la fonction et de la variable. Sa 
formule, donnée dans les Éléments^ est 



i=/i 



(I) /r^^z^-V ?M /(fi) . 

^07 ^M ""> ^n sont les valeurs données de la variable, et 
/(oTo), ..., f{^n) les valeurs correspondantes données de 
f[x)\ et l'on a 

¥{x) = {x — Xq){x — Xi) ... (a? — Xn)' 

On peut vérifier la formule (i) en observant que : i® le second 
membre est bien de degré /i, F(^) étant un polynôme de 
degré n-{- i divisible par {x — Xi)\ a" si l'on fait x = j?a, le 
second membre, qui peut s'écrire 

{x — Xq) . . , {x — Xi-x){x —Xi^x) " -(^ — iX^n) /./ >, 



^{Xi —Xo)..,{Xi— Xi-i){Xi — Xi+i) . . . (Xi — Xa) 

devient précisément /{^ol)] d'ailleurs la formule (i) peut 
s'obtenir en décomposant ^^ en fractions simples; ei/(x) 
est déterminé en se donnant seulement /(^o)» f{^\)i • • «i 

f{Xn). 

Il est facile de calculer l'erreur commise quand, à une 
fonction quelconque /(j:), on substitue l'expression 



2 



f{xi) ¥{x) 
F'(a?/ ) X — Xi 
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fournie par la formule de Lagrange, comme si elle était en- 
tière. En effet, la quantité 

s^annule pour x=^ Xq^ Xs, . . . , ^/, ; elle est donc de la forme 

(^_^.)(^_^,) ... (^_ ^„) .^ ______ . 

X désignant une moyenne entre x, Xq, X\^ , , . ^ Xn- Or, cp(^) 
étant la somme de/(x) et d'une fonction entière de degré n^ 
sa dérivée n -h i*"""^® se réduira à/'*+*(;r); on aura donc (p. 75) 



/y ) ^F\xi)x—X£ ^ ^ 1.2.3. ..(n-^i 



) 



Avant Lagrange, Newton avait fait connaître une formule 
d'interpolation fondée sur la théorie des différences, mais qui 
suppose essentiellement que les valeurs données de la variable 
soient en progression arithmétique. 

Reprenons la formule démontrée au § II, 

(I) /«=/o-i--A/o+ -^-^-^— ^A2/o+-^ j^^^3 -^AVo-.... 

Si Ton y fait ai = o, i, 2, 3, . . . , on trouve 

/o =/o, 

/l r:^ /O — A/o, 

/2 = /o-H 2A/oH- A2/o, 



Donc le second membre de (1) se réduit de lui-même à 
/o> /o '"ifn pour n = o, I, 2, ..., /i, c'est-à-dire pour les 
valeurs de la variable, x^ x + h^ x -{- ih^ . .., x + nh. 
Si donc on pose 



X X 

X -h nh= Xf n = — f — > 
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la formule (i) deviendra 

/(X) = /(^)+ 1=5 A/(x) + ^ ^ -^- ^ AV(x) 

et le second membre de cette formule deviendra f{x) pour 
X = a:, /(^ -f- /i) pour 1L^= X -\- hy /(^r + 2 /i) pour 
X = J7+2A, ....Ce second membre, limité à n + i pre- 
miers termes, sera donc une fonction entière de X, de degré /i, 
se réduisant à des valeurs arbitraires /o,/», ...,/„ pour des 
valeurs de X en progression arithmétique. Cette formule est 
celle de Newton. Nous allons nous y arrêter. Posons 



a) 



h 1.2 h'^ 



_ (X — r)...(X — :y— 71 — iA) A«/Or ) 

1 . 2 . 3 . . . n A'* 

_ (X — a")...(X — X — nh)P 

~ 1 .2.3. . . (/i-f- i)^'^^-* 

et considérons la fonction de z 

h-\^f{ \ ^ — -^ A/" (^ — •^)(2 — .r~-h)...(z — X — n — i h) 1"/ 

' là 1.2.3. ..n h^ 

(z — x)(z — X — //.) . . .(z — T — nh) P 



1.2.3. ..( n-.- 1) k"^^^ 

Celte fonction s'annule pour 2 = X et pour z = x, x -h A, 
• .., a:+ nh', sa dérivée (/i + i)^^™® doit donc s'annuler pour 
une valeur moyenne entre X, ^, a; H- A, . . . , x -h nh» Donc 

^ , . 1 .2.3. . . (n -- i) P 

fn(z) ■■ ^ = o, 

^ ^ ^ i.2.3...(n-^ 1) A«+i ' 

et, par suite , 

La formule (2) donne alors 



/(X)_ //^N ^-^ V(^) 1 , , (X-x)...(X-x-n-ih)ù,nf^x) 
(3)j I h •••"^ I.2.3.../1 A'* 

. (X-/i)...(X-.r-/iA) 

1.2.3... (n-f- 1) -^ '^ ^' 
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Z 



désignant une moyenne entre ;r, j; -|-A, . . ., X. Si, dans cette 
formule ainsi complétée, on fait A = o, en tenant compte de 

la relation lim-r^ =f"(x)^on retrouve (ce qui devait être) la 

formule de taylor 

•'^ ^ •'^ ^ I -^ ^ ^ 1.1.. ,{n-h i)-^ ^ ' 

Présentée sous la forme (3), la formule de Newton devient 
une identité, et convient à toutes les fonctions continues ad- 
mettant n dérivées continues ou une {rt-\- i)*^™® dérivée bien 
déterminée. 



V. — Formule de Newton généralisée. 



Posons 



c*i — c*o 
6*2 t*j 



puis 

cw /(>2, ai)— /(aj ,ao) fi ^ ^ ^ \ 

(J) =/(«2i «1, «o)' 

0*2 — t*o 



P 



UIS 



f{az,a^, ax) — f(ai, au «o) /.^^ „ „ ^ \ 

6*3 — 0*0 



Nous aurons évidemment 

(4) /(«i)^/(«o)-^(«i —«0 )/(«!, ao), 

(5) /(«s) =/(«i)-H(a2 — «i)/(«2, «i). 

Si Ton remplace /(ai) par sa valeur (4) ety(a2> <^i) par 
sa valeur (a), on aura 

/(«2) =/(«o)-H(a, — ao)/(ai, «o) 

-}-(a2— ai)[(a, — ao)/(«2, «i, «o)— /(«i, «o)]. 
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c'est-à-dire 

/(«î) =/(«o) -^ («2— «o)/(«i, «0) 

On est ainsi conduit à soupçonner la formule 



que l'on vérifie d'ailleurs sans peine. Posons 

\ -H(a7 — ao)(a7 — ai)/(a2,ai,ao)-f-. . . 

j -^- (a: — ao).,.{x — a,t-\)f(aa^ ««-i, • . . , «o) 

La fonction de z 

/(^) — /(«o) — (^ — a^)f{ai, ao) — . . .-- P(^ — «0) • • •('« — ««) 

s'annulera : i" pour ^ = ^, en vertu de la formule (7); 
2** pour^=ao, «4, ..., âr,i_i, en vertu de la formule (6). 
Sa (/i -h i)'*^™® dérivée sera donc nulle pour une valeur Ç de z^ 
moyenne entre z, ao, ««, .. .. Donc 

y«+i(j) — P.1..2.3. . . (n -1- i) = o. 
Tirant P de là pour le porter dans (7), on a 



/(^) = /(ao) ^ (x — ao)f(au «o) 

(a: — ao)(ir — ai) . . . (a? — a„_i )/(«;,, a^j-i, . . ., ao) 
(x — ao)(^ —«1) . • . (^ — «/*) 



1.2.3 . , .(n -f- i) 



f^^'a)' 



Cette formule d'interpolation est due à Ampère. A la forme 
près, du reste, elle ne diffère pas de la formule connue de La- 
grange. 

VI. — Antres formules d'interpolation. 

Soient /oî/ii •••>//! les valeurs de la fonction interpolatrice 
po ur les valeurs correspon dan tes o^o > ^ o • • • » ^/i de la variable x . 
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Brassinne (Journal de Liouville, i^® série, t. II) a fait connaître 
la formule suivante : 

^ Ao/oF(ar)(ar — j-o)-*-f- Ai/iF(a:)(ar— 37i)-i-t-... 

OÙ F(;r) désigne le produit (^x — a;©) (^ — ^i) . . . (^ — J^n)-» 
et où Aq, A^, A2, . . . désignent des quantités arbitraires. On 
peut récrire 

_ Aq/o (3? — arp)-^ -^- Al /i (^ — a^t )-i - t- . . . ^ 
•^^ ^ Ao(a? — ^o)"* -- Al (a: — Xo )-*-:.. . 

Voici une formule trigonométrique : 

rf \ /■/ \ sin(a: — :rt)sin(^ — .rj) . .. sin(a? — .r„) 

•^ ^ ^ "^ ^ ' sin(xo- -.a7i)sin(aro — a7j) . . . sm(a7o — 37^) 

sin(.r — a^o)sin(:r — a:,) . . . sin(a7 — rF,i) 



sin(a7i — aro)sin(^i — x<i) ... sin(â;i — Xfi) 

On pourrait, par les méthodes suivies plus haut, trouver 
une limite de Terreur commise en appliquant ces formules. 

Formnle d'interpolation de Ganchy. 

La formule d'interpolation de Cauchy a pour but de faire 
connaître une fraction rationnelle dont le numérateur soit de 
degré m , le dénominateur de degré ai, et qui, pour m + n -+- i 
valeurs données «oj <3^ij- • •? (^m-^n de la variable x^ prenne 
m -\- n -\- i valeurs données également. 

Soit /(j?) la fonction cherchée. Posons 

cp(a7)= (x — aQ){x — ai). , .{x — an), 

^{x)^ (X — aa+l)(x — a„+2)' "(^ — (^m+n)' 

La fonction 

/(ao)/(ai) ,,.f(aa) 



^^(go)^^(ai)...^(a;t) 

(i) i=n 



^(x) 



^ ^(«o) ... +(«/*) /(««) (^— «*)?'(«*") 
i=Q 
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s^annule pour x = a„^ i , an^2 1 • • • ^ ^n+m î de plus, son dénomi- 
nateur, abstraction faite du facteur ., ^ {" ' , \ "v > commun 

au numérateur, est précisément égal à 77— (? en vertu de la 

formule de Lagrange, pour^r -.= «g, «i, ..., a,,; donc, enfin, 
cette expression (i) se réduit k f{x) pour x = ûTo, «i, ..., a,i 

et à zéro pour x = C^n+i -> Ctn-\-2 » • • • ? ^n+m* 

Soient N le numérateur, D le dénominateur de Pexpres- 
sion (1); effectuons dans N et D toutes les permutations dont 
les indices o, 1 , 2, 3, . . . , m 4- ai sont susceptibles ; soient N| , 
N2, ...,N{i les diverses valeurs de N, et D|, Do, ..., Dj,. celles 
de D ; on aura 

Ni --N? -'-... -^N 

En effet, faisons, par exemple, x == a^ dans l'expression pré- 
cédente. Le numérateur se réduira au produit de /(«o) P^^r 
une somme de termes de la forme 

4/(ai)...^(a„) <Kao) ^^ ^ ^{ai) . . .^{Un^' 
quant au dénominateur, il se réduit, pour x=zaojk une 
somme de termes de la même forme, puisque l'expression j^ 
se réduit k /(ao) pour x =^ ao^ si N/ ne se réduit pas à zéro. 



VII. — Expression des dérivées en fonction des différences 

et vice versa. 

Etant donné3s les dérivées d'une fonction y(jc), on peut 
calculer A"/ par la formule de ïaylor. Nous avons trouvé, en 

cherchant la limite de - — » 

On peut écrire, dans cette formule, un nombre de termes 



] lO CHAPITRE IV. 

aussi grand que l'on voudra, et le dernier sera d'une forme 
particulière à laquelle il est inutile de nous arrêter. Mais on 
peut se proposer la question inverse : connaissant 

f{x\ \/(x), A«/(^), ..., 

calculer /'(a?),/''(^),. ... Voici comment Lagrange arrive 
au résultat par une induction très curieuse ; posons la for- 
mule symbolique 

d'où, supprimant/ comme s'il était un véritable facteur, 

A = e^^ — iy 

et, par des calculs tout aussi peu rigoureux, 

A-M rzr e^», AD = log(I-^ A). 

Appliquant à log( i + A) la formule de Taylor, on a 

^i A3 
ADr=A -f- ^-- . .. 

2 3 

et, multipliant par/, 

hD/ ou hf{x) = A/- \ A2/-i- i A3/- . . . . 

Quoique ces calculs soient tout à fait dépourvus de sens, le 
résultat est très voisin de l'exactitude. Et, en effet, nous 
avons vu que l'on avait 

+ ? -_^ X -£- h X-.r- «A 
I 2 n -h I *' 

tirons de la h- — ^ -^i- , nous aurons 

Faisant alors X = a;, il vient 

(,) hfix) = A/- '- A=/ + . . .± i AV=? ^-"ri /■"^•(î), 
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i désignant un nombre compris entre :r et x + (/i — i)A. On 
aurait d'une façon analogue le développement de h^f"{x)^ 
mais il serait plus compliqué. 

Quand on interpole, on peut faire usage de la formule ( i ) 
pour calculer la dérivée de la fonction interpolatrice ; mais, 
comme y"+*(Ç) est inconnu, il est difficile de faire usage du 
dernier terme; alors, le plus souvent, on calcule dans le 
second membre un nombre de termes assez grand pour que les 
suivants paraissent négligeables. Sans doute, ce procédé est 
inexact, mais, à défaut de connaissances précises sur la nature 
de la fonction empirique que Ton étudie, on choisit les hypo- 
thèses les plus plausibles, et il faut dire que la formule ( i ) 
fournil généralement des résultats pratiquement suffisants, 
si h est petit. 



VIII. — Application du calcul des différences à la constmction 

des Tables numériques. 

Je suppose que l'on veuille dresser une table des diverses 
valeurs de la fonction ;r*, pour des valeurs de x en progression 
arithmétique dont la raison soit A^. 

On peut éviter de longs calculs comme il suit : on observe 
que A* j?* est constant, que les valeurs de A';r* seront con- 
nues dès que l'on connaîtra l'une d'elles ; il suffira, en effet, d'y 
ajouter (ou d'en retrancher) successivement la différence 
constante A*ir*. Ayant formé les valeurs de A^j;*, il suffira, 
pour former celles de A^^*, de connaître l'une d'elles. On aura 

alors 

A2(x-i-A^)^ = Â2^^-r-A3^% . . .; 

ayant formé les valeurs de A^^*, il suffira d'avoir une des 
valeurs de Ao:* pour posséder toutes les autres ; enfin , pour avoir 
toutes les valeurs de a:*, il suffira d'en posséder une seule. 
Ainsi, par de simples additions ou soustractions, on se pro- 
curera toutes les valeurs de a:*, connaissant une valeur Ae x 
et les valeurs de ses différences. 



112 CHAPITRE IV. 

Dans le Tableau ci-dessous, on a supposé ^x = i, et l'on a 
formé, au moyen de la méthode exposée, les quatrièmes puis- 
sances de 4> 5> 6' On a calculé directement o*, i*, 2* et 3* 
que l'on a inscrits dans la colonne intitulée x^ ; dans la colonne 
intitulée A, on a inscrit Ao^, A i^, A2*; dans la colonne A^, on 
a inscrit A^o*, A^i^; on a inscrit, dans la suivante, A^o*. 
Toutes ces différences ont été calculées au moyen des quatre 
premières valeurs o, i, 16, 81 Ae x^ , Quant à A*o, on l'a 
calculé directement; il est égal à 1.2.3.4. 



X 


1 

X* 




A 


1 

A' 


A3 


A' 





I 


14 


36 


24 


I 


I 


i5 


5o 


60 




2 


16 


65 


IIO 


84 




3 


81 


175 


194 


108 




4 


•256 


369 


3o2 






5 


625 


671 








6 


1 296 




• 







La Table une fois préparée, on a procédé ainsi qu'il suit : 



En ajoutant A*o* r= 24 à A^o* = 36, on a obtenu 

En ajoutant ce nombre à 5o = A^ 1*, on a obtenu 

En ajoutant ce nombre à 65 = A3*, on a obtenu 

Enfin, en ajoutant ce nombre à 81 = 3*, on a obtenu.. 
En ajoutant 24 ~ Ao* — Ai* i à 60 = A^ i*, on a obtenu 



A'O*:: 
A2 2*r 

A 4* = 
4* 

A3 2* 



Co 

IIO 

175 



= 84 



Une marche analogue aurait permis de calculer ( — 1)^, 
( — a)'* , . . . par de simples additions ou soustractions. 

Cette méthode peut être étendue à des fonctions quelconques 
qui ne sont pas entières, quand les différences A.r ne sont pas 
très grandes : i** parce que l'expérience apprend que, le plus 
souvent, les différences premières, secondes,... vont en 
décroissant et peuvent, au bout d'un certain temps, être 
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considérées comme nulles, au point de vue du calcul numé- 
rique ; 2® ou bien parce que l'on a des procédés pour calculer 
directement les différences d'un certain ordre. 

Dans les Tables de logarithmes, par exemple, les différences 
premières restent longtemps constantes; les différences se- 
condes sont donc, au point de vue numérique, nulles, c'est- 
à-dire négligeables. 



H. — Application à la constrnction des Tables de logarithmes. 

La formule de Taylor nous a permis de développer la fonc- 
tion log( I -h jc) en série ; on a trouvé (p. 90) 

^i ^S n^k 

en changeant a? en — x, on a 

, , . x'^ x^ x^ 

log(i — :r)= -or— -- — — — -^ — ..., 

d'où, par soustraction, 

14- a? / x^ x^ a?' 

^ i — x \ 3 5 7 

Si l'on remplace x par > on trouve 

, X-\- T r I T "I 

log = 1 h _-7 r;r H" . . . 



X 



Cette formule suppose que l'on a affaire à des logarithmes 
népériens ; en posant alors 

logvulge = M=j^, 
on a 

et, cette fois, les logarithmes sont pris dans la base 10. Cette 
L. — Traité d^ Analyse. 8 
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formule donne donc les différences tabulaires au moyen d'une 
série d'autant plus convergente que x est plus grand. 
Pe la formule précédenle, on tire, en changeant a? en a? — i, 



logiF — log {x — i) = 2M( 

V 2u7 ^~~ I 



-h. .. 



3(237 l)3 

et, par soustraction, 

log (a? H- I ) — 2 loga: H- log (a: — I ) = — 4 M / ^ J^ __ ^ -h ... V 

Cette formule fait connaître les différences secondes : elle est 
encore bien plus convergente que la première. Nous montre- 
rons seulement l'usage que l'on peut faire de la formule (i). Il 
faut d'abord calculer le module. Supposant alors M = i , pour 
commencer, on a 

(2) lognép(a7-t- i) — lognépiF = 2( — h. . . ) 1 

et, en faisant a? = i , 

log..ép2 =-- a (i+3-Lj+^ +...). 

Ayant calculé lognépa au moyen de cette formule, on en 
déduira lognépS en triplant; en faisante: = 8 dans la formule 
(2), on en déduira lognép 9; puis, en faisant ;r = 9, on aura 
lognépio et par suite M. Ce calcul une fois effectué, avec 
une exactitude suffisante, on fera successivement ^ = 1000, 
^=1001,... dans la formule (i); des séries très convergentes 
fourniront alors les différences tabulaires d'où l'on déduira 
les logarithmes des nombres, car on sait que log 1000 = 3. 

Comme on a calculé directement log 2 et log9, on pourra 
en déduire log4, 8, 16, . . .,log5, 10,20, . . . , log3,9, 27, • • •? 
log 6, 12, ... , ce qui fournira des vérifications de temps en 
temps. 
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X. — Construction des Tables de sinus. 



On a proposé de calculer directement les tables de loga- 
rithmes de sinus au moyen de certains développements en 
série dont il sera question plus loin. Mais nous pensons que 
Remploi des méthodes plus élémentaires est au moins aussi 
rapide. 

Pour construire une table de sinus et cosinus naturels, on 
fait usage des formules de Simpson, démontrées dans les élé- 
ments de Trigonométrie, etque nous transcrivons de nouveau : 

[sin(/n ^- i) — sin mh] — [sin mh — sin (m — i)A] = — ^ksinnih, 

Â: désignant la quantité très petite i — cosA = 2sin^ ^A, 
Cette formule, en y faisant h = àx, mh ^ x^ peut s'écrire 



On a, de même, 



A* sin(a7 — Lx) = — ^k sina?. 



A'cos(a7 — Aa?) = — ^kcosx. 



Les formules de Simpson font donc connaître, en définitive, 
les différences secondes des fonctions sinj;, cos^r. 

Pour dresser une table de sinus, par exemple, on formera 
un tableau analogue à celui qui est figuré ci-dessous : 



Arcs. 


Sinus. 


A. 


A». 


o 


o 


A sino 


— ik%\nh 


h 


sin A 


A sinA 


— iksinih 


ih 


sin 2 A 


A sinsA 




Zh 


sin 3 A 







Dans la colonne intitulée Arcs, on inscrit les arcs 
0, A = A^, 2 A = iLxy ... ; dans la colonne intitulée Sinus, 
oh inscrit o et sin A que Ton suppose connu ; dans la colonne 
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intitulée A, on inscrit A sino, ou, ce qui est la même chose, 
Ja valeur de sinA; dans la colonne intitulée A^, on inscrit 
d'abord — 2ksinh = A^ sino, que Ton peut calculer, puisque 
Ton connaît 2k et sinh. Connaissant A sino et A^ sino, on a, 
par une simple addition algébrique ou par une soustraction 
arithmétique, AsinA, que Ton inscrit, puis sin2A, que l'on 
obtient en ajoutant sin/i avec AsinA que l'on vient de cal- 
culer; connaissant sin^h, on calcule 

— 2k sinih = A* sin^, 

et ainsi de suite. 

Il reste à montrer comment on calcule sin A, k, et comment 
on se ménage des vérifications : sin A se calcule au moyen de 
la série 

(i) sinA = ^ r-h..., 

^ 1.2.3 

et k = (i — cos A) au moyen de la suivante : 

A2 A* 



1 — cos h = 



1.2 l.2.3.i 



ces séries ont été données page 49* ^^ pourra calculer 
quelques sinus, soit au moyen de la série (i), soit au moyen 
de la suivante : 

sin( a -h h) = sma ( i — i r— 7 — . . . ) 

\ 1.2 1.2.3.4 / 

4- cos a l h ^ -^ . . . , 

\ 1.2.3 / 

quand on connaîtra sin a et cos a. 



II. — Application de la théorie des différences à la résolution 

des équations. 

On peut faire usage du calcul des différences pour sub- 
stituer des nombres équidistants à la place de x dans la fonc- 
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lion f{x). Si la fonction f{x) est entière, les difTérences 
d'un ordre égal au degré de f{x) seront constantes, ainsi que 
nous l'avons montré, et Ton peut en profiter pour calculer 
plus facilement f(^x)^f{x + h)^ f{x -\- ih), . . . qu'en fai- 
sant un calcul direct. Nous avons observé que, si la quantité 
h était petite, les différences d'un ordre plus ou moins élevé 
devenaient constantes, numériquement, même pour des 
fonctions transcendantes. Le calcul rapide des quantités /(^), 
f[x 4- A), ... , par la méthode des différences, peut alors ré- 
véler, dans un certain intervalle tel que /(^) et f(x -h h) 
soient de signes contraires, la présence d'une racine de 
J{x) = o, 

Il y a plus : en supposant f{x) elf(x -\- h) de signes con- 
traires, et en appelant ^ -|- e la valeur de la racine, de telle 
sorte que/(^ 4- g) =^ o, on aura à peu près 

Cela résulte de la formule de Newton 

/(a;)=/o-H ^^« A/o-f- "^^ "^ ~ ThT ^ A^o-V-.. ., 

quand on y fait f{x) = o, /o =/(^), x — Xq = e, et que 
l'on néglige les termes dépendant de A^, A', .... 

Quand on a découvert un intervalle, h =. Ax, comprenant 
une racine de /(x) = o, on peut diviser de nouveau cet inter- 
valle et calculer les valeurs de /(j:),/(^+ h'),f{x-\- 2 A'),.. . , 
h! désignant une nouvelle différence de x moindre que h. 
Posons 

h = A^, h! = §07, 
t^f{x -h tix) — tif{x) = t^'^f, ^/(x -^ ^x) — ^f(x) = 8 V» 



Nous allons montrer comment on peut calculer 8/, 8^/, ... en 
fonction de A/, Ay, 



Jl8 CHAPITRE lY. 

La formule d'interpolation de Newton donne 

n(n — [x)(/i — 2{x) 



Donc 

Si/r]> I, ^^n= o; si/r>> 2, 8*/i = o et 8*/i(/i — [jl) = o, • . .. 
Pour /i = o, on tire de là 

8/= -^ H =^ (2/1— UL-4-l)-f-..., 



Voici des formules toutes calculées, pour le cas où [Ji = 10 : 

8/= 0,1 A/— 0,045 A2/-f- 0,0285 A3/— 0,0206625 A*/ + - • •> 
l^f= 0,01 A^y — 0,009 ^^/"^ 0,007725 A*/ — . . . , 
l^f= 0,001 AS/— o,ooi35 A*a-i-..., 
8*/= 0,0001 A*/ — 

Ces formules seront en général suffisantes pour tous les 
besoins de la pratique. 
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CHAPITRE V. 

THÉORIE DES DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

D'UNE SEULE VARIABLE. 



I. -- Sur les divers ordres d'infiniment petits. 

Nous avons appelé infiniment petit toute quantité va- 
riable ayant pour limite zéro, et quantité infinie toute quantité 
variable susceptible de prendre des valeurs aussi grandes que 
Von veut. 

Pour la commodité du langage, nous distinguerons plu- 
sieurs espèces d'infiniment petits. Une variable a ayant été 
prise pour infiniment petit principal, nous appellerons in- 
finiment petit du premier ordre toute variable P telle que 

la limite de ~ soit finie et difierente de zéro quand a tend vers 

zéro. 

En général, si, a tendant vers zéro, la limite de -^ est finie 

et différente de zéro, on dira que P est d'ordre n. 

En appelant donc wune quantité finie et différente de zéro, 
etp un infiniment petit d'ordre n, on aura 

lim-!- = (0 
a». 



ou 

a'* 
£ désignant une quantité infiniment petite ; il en résulte 

»"£ est un infiniment petit d'ordre supérieur à n, car — 
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tend vers zéro. Ainsi, la forme générale d'un infiniment petit 
d'ordre n est o>a" + un terme d'ordre supérieur à n. 

Quand on parle d'un infiniment petit d'ordre supérieur à w, 
on ne veut pas toujours dire que l'ordre de cet infiniment 
petit soit déterminé et puisse être évalué numériquement; 
on veut dire seulement que le quotient de cet infiniment petit 
par a" est nul à la limite. Cette remarque est importante, 
car il y a des infiniment petits auxquels on ne peut assigner 
aucun ordre, mais que l'on peut toutefois considérer comme 
étant d'un ordre supérieur à d'autres d'un ordre déterminé. 

Prenons, par exemple, a pour infiniment petit du premier 
ordre ; a (loga)~* ne sera d'aucun ordre : en effet, nous savons 

que î^ — J— lie tend vers aucune limite quand a tend vers zéro, 

quelle que soit la valeur attribuée à [jl, et cependant a (loga)~"* 
est d'ordre supérieur à l'unité. 

La considération des divers ordres d'infiniment petits est 
extrêmement utile en Analyse; elle permet de simplifier des 
calculs qui seraient sans cela fort longs. Le principe sur 
lequel reposent ces simplifications peut s'énoncer comme il 
suit : 

Lorsque Von cherche la limite du rapport de deux infi- 
niment petits, on peut, sans erreur dans le résultat, rem- 
placer ces infiniment petits par d'autres, pourvu que la 
limite du rapport de ceux que Von supprime à ceux qu'on 
leur substitue soit V unité. 

En efiet, supposons que lim— = i, lim^ = i. Je disque 

l'on aura 

,. ce «• ^ 

En efiet, 

,. a ,. /a' a B'\ ,. a' ,. a ,. B' ,. a' 
hm^ = hm [j, -, i^ j = hm^ hm^^ l.m^ = l,m^. 

C. Q. F. D. 

Mais on peut énoncer le principe précédent sous une autre 
forme, souvent plus utile dans les| applications. A cet effet, 
observons deux choses : 
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1° Si la limite du rapport -> est l'unité, ol différera de t! 

d^une quantité infiniment petite d^ or dre supérieur par rap- 
porta CL et p. 

En effet, la limite de -7 étant i, -7 diffère de i d'une quan- 

lité infiniment petite e, et Ton a 



d'où l'on tire 



a 



-7 = n-e, 



a = a' -f- a' Ê. 



La différence entre a et a' est donc a'e, quantité d'ordre supé- 
rieur à a ou a', puisque le rapport de cette quantité à al est e, 
qui,par hypothèse, tend vers zéro. c. q. f. d. 

2° Si la différence entre deux infiniment petits a et cl' 
est d'ordre supérieur par rapport à chacun d'eux, la limite 

du rapport -j est i . 

En effet, soit w la différence entre a et a' ; on aura 



a = a' -f- (0, 

d'où 

a (0 

-, = I -4- — • 
a a 



Or, (0 étant d'ordre supérieur à a', par définition lini-7 = o. 
L'équation précédente devient donc, en passant aux limites. 



lim-; — I. 
a 

c. Q. F. D. 

Du théorème démontré tout à l'heure et des deux remarques 
précédentes découle le principe suivant : 

Principe fondamental. — On n'altère pas la limite du 
rapport de deux infiniment petits, en négligeant dans l'ex- 
pression de chacun d'eux des infiniment petits d'ordre 
supérieur. 

En effet, cela revient à remplacer les infiniment petits 
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par d'autres dont la limite du rapport à ceux-ci tend vers 
l'unité. 

Afin de bien faire comprendre le sens et le mode d'applica- 
tion de ce théorème fondamental, nous en ferons usage pour 
trouver la limile du rapport 

sinrF 
X — x^ 

pour ;r = o. 

Nous remarquerons à cet effet que, sin^r différant de x 

d'une quantité moindre que — ? c'est-à-dire du troisième ordre 

par rapport à x, on peut remplacer sin x par x ; de même, au 
dénominateur, on peut négliger x^^ qui est du second ordre 

par rapport à :r; la limite à trouver est alors celle de - 

ou 1 . 

En général, si l'on veut trouver la limite du rapport de deuit 
polynômes en x pour ^=: o, il n'y aura besoin que de consi- 
dérer les termes des degrés les moins élevés, les autres termes 
étant, par définition même, des termes d'ordre supérieur, et 
par suite négligeables. 

\J Analyse infinitésimale consiste dans l'application des 
principes que nous venons d'établir et surtout du principe 
fondamental que nous avons énoncé en dernier lieu. 



II. — Définition des différentielles. 

Soient/(^) une fonction de x possédant une dérivée /'(^), 
et Ao? un accroissement infiniment petit donné à sa variable. 
On a 

Lx ^ V / 

OU bien, en appelant e une quantité infiniment petite avec A^, 
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et, en chassant le dénominateur, 

/(a? H- Lx)—f{x) =f\x)Lx-¥- z^x 
ou enfin 

E2 désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à A^, 

puisque £2 = 2 Aa:, et que --^ = e a pour limite zéro par 

hypothèse. En général, f'{x) est fini; donc f\x)^x et 
^f{x) sont des infiniment petits du premier ordre qui ne 
difi*èrent entre eux que par un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur E2. 

En vertu de notre principe fondamental, toutes les fois 
qu'il s'agira de trouver une limite de rapport dont l'un des 
termes sera ^f{x) ouf\x) A^, on pourra substituer l'une 
de ces quantités à l'autre sans qu'il en résulte d'erreur dans 
le résultat final. 

Ordinairement le calcul de f'{x) ^x est plus simple que 
celui de A/, en sorte qu'il est avantageux de le substituer à 
celui de A/. L'importance de cette substitution est telle, que 
l'on a éprouvé le besoin de donner un nom à cette quantité 
J\x)âLx; on l'appelle la différentielle de /(x). 

Ainsi, la différentielle d'une fonction d'une variable est 
le produit de la dérivée de cette fonction par l'accroissement 
arbitraire de sa variable. 

Cette définition de la différentielle ne suppose pas l'ac- 
croissement de la variable infiniment petit; ainsi la différen- 
tielle d'une fonction n'est pas nécessairement infiniment 
petite, bien qu'il y ait le plus souvent intérêt à la consi- 
dérer comme telle. On représente la différentielle de la fonc- 
tion/par df; ainsi l'on a 

d/=f{x)^x. 

On voit donc que la différentielle df diffère en général de 
l'accroissement A/, mais par une quantité du second ordre. 
Si, cependant, on avait /'(x)= i ovl f{x) = x -\- c^ la for- 



- I 
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mule précédente donnerait 

df =^ ^ ^^ A/. 

En particulier, si Ton prend f{x) = x^ et, par suite, 

f'{x) = I , la formule qui définit rf/, à savoir df=zf'(^x) Air, 

donnera 

dx = Aa?. 

Ainsi, l^ accroissement ou la différence et la différen- ' 
tielle de la variable indépendante sont égaux, 
La formule 

df=ftiX, 

qui sert de définition à la différentielle de/, pourra donc 

s'écrire 

df=f'dx, 

d'oii l'on tire 

Ainsi, la dérivée d^une fonction est rigoureusement le 
quotient de la différentielle de cette fonction par la diffé- 
rentielle de sa variable. Nous adopterons le plus souvent 

la notation -J- pour représenter la dérivée de /. On sentira 

plus tard toute la supériorité de cette notation, due à Leib- 
nitz, sur celle de Lagrange, qui est celle que Ton emploie 
dans les éléments {voir, à cet égard, le paragraphe relatif au 
changement de variable). 

La différentielle df est une fonction de ^ ; à ce titre, elle 
possédera elle-même une différentielle (si elle a une dérivée); 
cette différentielle, d,dfy se représente par d^f, La différen- 
tielle de d^f se représente par d^f^ ... ; et df, d^f, d^f^ ... 
sont dilesles différentielles première, seconde, troisième,.* - 

de/. Soit 

df=fdx; 

pour avoir d.df ou d^f il faudra prendre la dérivée de 
df ou de fdx^ et multiplier le résultat par dx. Or, dx^ 
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accroissement arbitraire ^x de x^ est indépendant de x ou, 
si Ton veut, est constant quand x varie ; la dérivée de f dx est 

àoïxc f^' dx et sa différentielle /"rfx. dx ou /"rfj;^. Ainsi 

(2) d>f=fdx\ 

d'où Ton tire 



dx^ 



=/'> 



ce qui nous autorise à adopter la notation ^^ pour repré- 
senter la dérivée seconde de /. 

Pour avoir d,d^f on la différentielle troisième d^f de/, il 
faudra différentier /''rf^r^, qui est égal à d^f\ pour cela, on 
en prendra la dériwée, /"^dx^, et on la multipliera par dx^ 
ce qui donnera 

et ainsi de suite. En général, on aura 

d'*'f=f^^\x)dx'^ o\Ji -T~= f^'^^[x), 

ce qui nous autorisera dorénavant à employer la notation 
j^ pour représenter la n}^^^ dérivée de /. 



III. — Remarques an sujet de la formnle de Taylor. 

Reprenons la formule de Taylor, et écrivons-la ainsi : 

(0 A^^+h)--f{^x)=hf\x)-^^f\x)-^...+ ^^-^^ 

Elle ne suppose pas la dérivée /i^^°*®, /*(^), continue dans 
l'intervalle qui sépare x Ae x -\- h\ elle suppose simplement 
que cette dérivée existe. 
Supposons maintenant que/''(;r) soit continu; alors on a 

£ désignant une quantité infiniment petite avec A ou a for- 
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tiori avec 6A; on pourra donc écrire la formule (i) ainsi : 

1»^ M. » JL » » m Iv 

E„^i désignant ? c'est-à-dire une quantité d'ordre su- 

périeur à n quand on suppose h infiniment petit. E„^| , telle 
est la forme que l'on peut donner au reste dans la formule de 
Taylor, quand la dernière dérivée employée est contioue. 
Maintenant, supposons h = A^; nous aurons 

La formule ( 2 ) pourra alors s'écrire 

Or on a, par définition, 

f\x) Aa7 =.f{x)dx =df, 
f{x)Lx^^f{x)dx^^d^f, 



ff^i^x) ^^ =z fn i^x) dx^ = d^^f. 
La formule précédente devient alors 

(3) A/=rf/+J-^/+_i^rf3y^...+ __L_rfy+E„^., 

E/i^.1 désignant un infiniment petit d'ordre supérieur à"/?, 
quand on suppose ^x = dx infiniment petit du premier ordre. 

Cette formule suppose la continuité de f'^{x) quaixd la 
variable reste comprise entre x et x -h dx. 

La formule de Taylor est souvent employée sous les 
formes (2) et (3). 

IV. — Comparaison des différences et des différentielles. 



Nous avons vu que 



A»/" 
lira - — = f"'(x). 
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On peut écrire cette formule ainsi : 

e désignant une quantité infiniment petite avec ^x = dx. 
Remplaçons ^x par dx ei/^ par son égal ^~; nous aurons 

A»/ _ d^f 
dx"' ~ dx"' 

ou bien, en appelant E;i^_| Tinfiniment petit d'ordre supé- 
rieur à n qui est le produit tdx^^ 

Ay-^y-f-E„+,. 

Cette formule montre que la différence n^^^^ d^ une fonc- 
tion est égale à sa différentielle n^^"^^, à un infiniment petit 
près d^ ordre supérieur au n^^^^. Les quantités d'^f et A"/ 
sont d'ordre n\ elles pourront donc se substituer l'une à 
l'autre dans la recherche de la limite d'un rapport. On a 
d'ailleurs 

A»/ 
lim -7^ = I . 
dnf 



V. — Remarques sur le Calcul différentiel. — Son avantage 

sur le calcul des dérivées. 

La différentielle d'une fonction étant le produit de sa 
dérivée par la différentielle de la variable, on aura 

c?.a:w — /n^c"*-! dx^ 
d\o%x = - dxloge, 

X 

de^ — e^ dx, 

Il est bon de noter les formules 

d {u±z V àz w) = du ± dv ± dw, 
, d(uvw) = vw du-\- uw dv ->r uv dw. 
,u vdu — udv 

d- = r 

V p2 
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Ces formules se démontrent en observant que, si l'on divise 
par dx^ les quantités -jz^ 'j'^ • • • représentent les dérivées 

Uj v^ . . . , et qu'alors elles expriment les règles de la déri- 
vation des sommes, des produits, des quotients. 
Ainsi, par exemple, la formule 

dérivée de (^uvw) — vwu' H- uwv' -\- uvw' 
s'écrit, avec la notation différentielle ( " — j~ ) ' 

d(uvw) du dv dw 

— ^— '- = çw -z r- UW —, h UV -j-9 

dx dx dx dx 

et, en chassant le dénominateur dx, on a la deuxième formule. 
Notons encore, pour la discuter, la formule 

du _ du ds? dw 
dx dv dw dx 

qui est relative à la dérivation des fonctions de fonctions. 
Au fond, elle est une identité, mais on pourrait craindre 

que -j- n'exprimât point la dérivée de u considéré comme 

fonction de Vy parce que \> n'est pas variable indépendante; 
mais, quel que soit le choix de la variable indépendante, il 
est facile de constater que les rapports des diverses différen- 
tielles ne sont pas altérés ; en d'autres termes : 

Théorème. — Quand on prend pour variable indépen- 
dante une fonction quelconque de V ancienne variable j les 
différentielles des fonctions quelconques de V ancienne 
variable ne changent pas de valeur si l'une quelconque 
d'entre elles consente une valeur fixe. 

En effet, appelons dyU, dyV les différentielles de u eiv 
quand jK = F(.r) est pris pour variable indépendante, et dxU^, 
djc^ les différentielles de u et v relatives à '^. On aura 

dxU = u'jc dxy dx V = v'^ dx. 
Donc 

d,rU ___ U'p _ U'yy'j. __ U'y _ Uy dyj _ dyU ^ 
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et si dxX = dyX = dXy on obtiendra, en particulier, en fai- 
sant V ^=. X, 



dx u dy u 



ou dj-u =^ dvU. 



dx dx "^ -^ 

C. Q. F. D. 

Ainsi, il n'y a pas à proprement parler de variable indé- 
pendante, et df se trouve être une quantité qui ne dépend 
pas du choix de la variable indépendante, tandis que /' varie 
suivant que x ou y sont variables indépendantes; c'est là 
un des avantages de la notation différentielle; il y en a 
beaucoup d'autres. 

On peut d'ailleurs donner des différentielles une défini- 
lion tout à fait indépendante du choix de la variable, et dire 
(^Q \ quand des quantités u,v, v^\ ..., x varient simultané- 
ment, leurs différentielles sont des quantités finies pro- 
portionnelles aux accroissements infiniment petits simul- 
tanés de ces quantités u, v^ (V, — 

On verra plus loin, au contraire, que le choix de la va- 
riable indépendante influe sur la valeur des différentielles 
d'ordre supérieur au premier. 

A tout théorème sur les dérivées correspond un théorème 
sur les différentielles, provenant de ce que la dérivée et la 
diflférentielle sont égales à un facteur près, qui est Taccrois- 
sement arbitraire de la variable. Ainsi : 

Lorsqu'une fonction est constante, sa différentielle est 
nulle. Lorsqu'une fonction a sa différentielle nulle et 
qu^elle est continue, elle est constante ; etc 



V. — Sur un mode de raisonnement employé dans l'Analyse 

infinitésimale. 

Lorsque l'on cherche à établir une relation entre diverses 

différentielles, on peut toujours négliger les infiniment petits 

d'ordre supérieur (et, par suite, onaura toujours des équations 

homogènes en considérant la lettre d comme une quantité 

L. — Traité d' Analyse ^ I. 9 



l3o CHAPITRE y. 

et rf^, rf^, ... comme ses puissances); le résultat final sera 
exact. 

Une démonstration est nécessaire, non seulement pour 
établir ce fait, mais encore pour bien en faire saisir le sens. 

Je suppose qu'ayant cherché à établir une relation entre 
des différentielles on soit parvenu au résultat suivant : 

(i) A d^-y -f- B rfjr* + C dz^- = o, 

où A, B, C désignent des quantités indépendantes de dx. 
Tous les termes étant du même ordre, par suite de l'omission 
des termes d'ordre supérieur au second, ce résultat (i) n'est 
pas établi en toute rigueur; cependant je dis qu'il est exact; 
en effet, s'il était inexact, il suffirait d'ajouter l'ensemble des 
termes w d'ordre supérieur au second que l'on a négligés et 
l'on aurait exactement 

A d^y -t- B d^^ -+- C dz^ + (0 = 0. 

Divisons cette formule par dx^, nous aurons 

* •^-f-B-4-G(-T--f- -j— = o. 



^dz\ 
\dx) 



dx^ \dx ) dx"^ 

Or, quel que soit dx^ on a -^-^ = y, ( ;t- ) = 5'- ; donc 

Ay-+-B+CV^+^=o, 

résultât exact, quel que soit dx ; mais, pour dx = o, -r-^ tend 
vers zéro et l'on a exactement 

Ay+B-f-G;j' = o; 

ou en multipliant par rf^^, que nous supposons quelconque, 

Cette formule est donc exacte, et w est rigoureusement nul. 

Ce résultat cessera d'être paradoxal, si l'on se rappelle 
que, quels que soient dx^ dy, dz, ..., d^x^ d^y^ d^z^ ..., 
leurs rapports sont déterminés et que les relations entre 
dXydy^ ..., devant avoir lieu quelque soit dx, les termes de 
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même degré par rapport à dx^ ou de même ordre, doivent 
être nuls séparément. Il suffit donc d'écrire les termes d'ordre 
le moins élevé, qui sont en général les plus faciles à calculer. 
Le degré d'un terme ou son ordre est indiqué par le nombre 
des opérations effectuées avec rf, quand une formule ne con- 
tient que des différentielles et pas d'autres infiniment petits; 
11 faut donc que les formules d'Analyse infinitésimale soient 
homogènes en rf, comme si cette caractéristique était une 
quantité ayant pour puissances rf^, rf', .... 

Un exemple va nous permettre d'éclaircir ces considé- 
rations. 

Problème. — Un puits cylindrique est plein d^eau; on 
paye a/ V extraction du premier mètre de profondeur d^ eau, 
combien payer a-t'On V extraction de Veau sur x mètres 
de hauteur? 

Soit dp l'accroissement du prix p cherché quand la pro- 
fondeur à extraire croît de dx (je devrais dire : soit A/? l'ac- 
croissement du prix quand x croît de dx = A^; je néglige 
donc la différence entre A/? et dp, qui est d'ordre supérieur 
à dp). Ce prix est égal à la hauteur dx enlevée, multipliée 
par la hauteur x à laquelle elle est transportée, et par un 
facteur R qui représente la somme que l'on paye pour élever 
le poids de i"* de hauteur d'eau à i"* de hauteur, soit K^ dx, 
(Ici encore, je commets une erreur; la hauteur à laquelle on 
transporte la quantité dx n'est pas X'^ mais le prix à payer est 
compris entre les prix qu'il faudrait payer si toute l'épaisseur 
dx était à la distance x ou à la distance x -\- dx de l'ouver- 
ture du puits ; ces deux prix étant K x dx et K( j: + dx) dx 
ne diffèrent que par le terme du second ordre K dx^ : l'erreur 
commise sur R:r dx est donc d'ordre supérieur au premier.) 

On a donc 

(a) dp = Kccdx, 

Cette formule est rigoureuse, bien que notre raisonne- 
ment en apparence ne le soit pas. D'après ce que nous avons 
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dit tout à l'heure, appelant co l'ensemble des termes du second 
ordre négligés, on a 

dp = Kx dx -^ tù ou -_^ = K ^- -T- • 
^ dx dx 

Faisant dx = o, on a /?' = K^ ; puis, multipliant par dx sup- 
posé différent de zéro, on reproduit la formule (a) qui esl 

exacte. En vertu de cette formule p et ont mêmes dif- 

férenti elles dp et Kxdx; elles sont donc égales à une con- 
stante près c; donc 

On déterminera c en faisant x = i^ alors p = a et 

(y) a= — h c. 

Si l'on veut déterminer à la fols K et c, on fera x = o et Ton 
devra avoir /? = o, car un travail nul ne doit pas être payé, 
et l'on aura 

(8) o = c. 

Les formules (P), (v), (8) donnent 

K 

a = — et p = ax^. 



»•••« 
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CHAPITRE VI. 

DÉRIVÉES, DIFFÉRENCES ET DIFFÉRENTIELLES DES FONCTIONS 

DE PLUSIEURS VARIABLES. 



I. — Sur le calcul des expressions ssrmboliqnies. 

On a déjà vu que l'on pouvait représenter par une lettre 
un symbole d'opération. Ainsi l'opération qui a pour but de 
prendre la dérivée de cf> et de la multiplier par h se représente 
par rfcf, . . . Quand on applique deux, trois fois de suite 
l'opération d^ on l'indique en attachant l'exposant 2, 3, ... 
à la lettre d. Cette règle est générale ; pour donner un exemple 
de cette façon de procéder, convenons de représenter par le 
symbole P l'opération consistant à multiplier par^ la dérivée 
de la quantité placée après le signe P; nous aurons 



P«<p(^)=x^(xg), 



par exemple, 

Un symbole P est distribulif quand on a 

(i) P(a + ^»)=Pa-hP^». 

Ainsi, en représentant par D le symbole de la dérivation, en 
sorte que Dcp = cp', on a 

D(a-h^»)=D(a)4-D(^»), 
A(a 4- 6) = Aa -H A6, 
d{a -\- b) = da -^ db \ 

D, A, d sont des symboles distribu tifs. 
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Les symboles dîslributifs sont les plus importants et nous 
allons suivre les conséquences de la formule (i). 

i'' D'abord on a 

P(a -f- ^» -H c)= P(a + 6)-+- Pc = Pa H- P^» -+- Pc, 

et ainsi de suite. Donc, en général^ 

(2) P2:a = 2:Pa. 

2® Les symboles P^, P', ... sont distributifs ; on les 
appelle puissances de P. 

En effet, on a 

P(a-4-6)= Pa-i-P6; 

donc 

P2(aH-6)= P(Pa-+-P6)=P.Pa-hP.P6, 

c'est-à-dire 

P«(âH-6)=P2a-hP«6. 

On verrait de même que P^, P*, ... sont distributifs. 
3® En appelant A une constante numérique, on a 

P.Aa = A.Pa. 

En effet, si A est entier, on a 

P.Aa = P(a-haM-...-i-a)=Pa-HPa...= APa. 

Si A est de la forme —> on observera que 



donc 



et, par suite. 



qV- = Pa; 
9 



P^ = iPa, 






Cette proposition étant vraie, quels que soient/? et q^ est vraie 
pour les valeurs incommensurables de A. 

4*^ On a 

P(a — 6)=Pa — Pô, 
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car on en déduit 

ce qui est exact, et de celle-ci on déduit la précédente. 
5® On en conclut 

P(AaihB^»±:...) = APa±:BP^»dz.... 

On appelle somme de plusieurs symboles d'opérations 
P, Q, R, et Ton représente par P + Q + R le symbole dé- 
fini par la formule 

ea = Pa-i-Qa-i-Ra. 

En général, le symbole 0, défini par la formule 

ea = k?a zh BQa ± CRa, 

se représente par APdzBQdz CR; de sorte que Ton a, par 
définition, 

( AP -f- BQ)a = APa - BQa. 

G^ Lorsque P, Q, II, . . . sont dùtributifs , AP ± BQ dz CR 
Vest également^ 

Eu effet : 

(AP±BQ±GR)(a + ^»)= AP(a-h b)±Bq^{a-\- b)±.CK{a-~ b) 

= APa -h XVb± BQa zhBqb±.... 
= (APd3BQ±CR)a-i-(APd=BQ=bGR)^». 

On appelle produit de plusieurs opérations le résultat 
obtenu en effectuant successivement ces opérations. Ainsi 
l'opération 0, définie par l'équation 

ea = PQR...a, 

est le produit des opérations P, Q, R, .... On représente cetlc 
opération par le symbole PQR, . . . , dans lequel il faut bien 
se garder d'intervertir les facteurs ; dans la suite, pour expri- 
mer que deux opérations sont équivalentes, nous les sépare- 
rons par ce signe ==. Ainsi = P -f- Q voudra dire que, quel 
que soit /, on a ©/= (P + Q)/= P/+ Q/. 
Deux symboles P, Q sont commutatifs quand on a 

PQ/= QP/. 
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^° Si P ef Q sont commutatifs, on peut écrire dans un 
ordre arbitraire les symboles P ef Q répétés dans un ordre 
donné. 

Par exemple, considérons l'opération 

... rl^ • . .y, 

dans laquelle les points remplacent les lettres P, Q écrites 
dans un ordre quelconque. Je dis que 

... Av^ ...y — ...v^r...yj 

les deux membres ne différant que par les opérations écrites. 

En effet, on a 

PQ.../=QP.../, 

car P et Q sont commutatifs ; répétant sur les deux membres 
de cette identité les mêmes opérations, on obtient des résultats 
identiques : 

puisque l'on peut intervertir Tordre de deux opérations con- 
sécutives quelconques, on peut écrire toutes les opérations 
dans tel ordre que Ton veut. La même démonstration s'appli- 
querait au théorème suivant : 

8° Si P, Q, R, . . . sont commutatifs, deux à deux, onpeut 
effectuer ces opérations successii^es dans un ordre quel- 
conque. 

9® Si VetÇl sont commutatifs, il en est de même de V'^et 
deQK 

lo** SiT?, Q,R, . . . sont distributifs, le produit PQR . . . 
le sera aussi, que P, Q, R, ... soient ou non commutatifs 
deux à deux. 

En effet, 

R(a-f-6) = Ra-4- R6. 

Mais, Q étant distributif, on a 

QR(a -H 6) = Q(Ra -f- R6) = QRa H- QR6, 

puis 

PQR(a -f 6) = P(QRa -f- QR6) = PQRa + PQR6. 

G. Q. F. D. 
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\\^ La puissance m'^'"^ du symbole (P + Q + R) sejorme 
absolument comme si P, Q, R étaient de véritables quan- 
tités, jiinsi 

(P-.Q-HR)« = 2ïW'"^'^'' 
pourvu que P, Q, R, ... soient commutatifs. 
En effet, on a 

(P + Q)V = (i^-^Q)(P-+-Q)/ 

ou 

(P + Q)y= (P + Q)(P/+ Q/) = P(P/-^ Q/) + Q(P/+ Q/) 
= PV+PQ/+QP/+QV 

car PQ = QP, par hypothèse. Posons, pour simplifier, 
P -f- Q = 0, et admettons la formule 

e/»/=PV-+-C\P«-»Q/-hG,ÎP«-2QVH-... 

comme démontrée ; effectuons sur le premier membre Topé- 
ration 9 et sur le second les deux opérations successives P 
et Q, puis ajoutons les résultats; nous aurons, en observant 
que P et Q sont commutatifs, 

en^i/= p«-i/+ c,1p"Q/4- r4P«-»Q*/— . . . 

-f-P«Q/H-GiP«-iQ2/^-.-- 
ou, en vertu des propriétés connues du symbole C^, 
en^lf= p«^l/+ cl^.pnq/^ cL, P«-iQ«/-i-.. . . 

La loi étant démontrée pour l'indice n Test donc pour Tin- 
dice n-{- i; or elle est établie pour les indices 1,2; donc elle 
est générale. Soit maintenant 

e/=P/-f-Q/+R/; 
on aura, en posant 0|/= P/4- Q/? 

^V= er V+ cie«-i R/-h • • • + ^ e^RT/-^ . . . 

ou 

f 



'"^=1^.^'^'-^' 
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I 

et, remplaçant 01^ par sa valeur ^-rgr^^Q^ ^j 



«''/=2ïrF7P"Q^^'-^- 



C. Q. F. D. 



Remarques au sujet des dérivées des fonctions de plusieurs 

variables. 

Considérons une fonction de plusieurs variables Xy y, z^ 
savoir y*( a:, jKj z). Cette fonction devient fonction de x seul, 
quand, laissant jk et ^ constants, on fait varier x. Ace point de 
vue, elle peut être différentiée une, deux, trois, ... fois, et nous 

représenterons ses dérivées par -^ > ^-^> ^-=^> — Chacune 

de ces fonctions, -j-^? par exemple, dépendra en général de ^, 

de j>^ et de ^; si on laisse x %\. z constants, elle sera fonction 
de jK et l'on pourra, par exemple, en prendre la dérivée P fois 

de suite. On écrira le résultat ainsi ^^J^ 'y cette fonction 

dépend encore en général de x, y^ z. On peut en prendre 
la dérivée y fois de suite par rapport à ^ ; on aura alors 

, tt^ a!/ T ^ P^*^ suite par rapport a z, ce qui don- 
nera 1 ^-m et ainsi de suite. Cette notation se sim- 

dx"^ dy^ dx^ dz^ 

plifie un peu en ayant égard au théorème suivant : 

Théorème. — Une dérivée ne change pas de valeur 
quand on intervertit V ordre des dérivations relatives à 
chaque variable. 

Démontrons d'abord le théorème pour le cas où Ton n'inter- 
vertit que l'ordre de deux dérivations successives. Soit/(^,/) 
une fonction de plusieurs variables, dans laquelle on ne met 
en évidence que les variables x et y. Soit 

f'-H' ^^-Ty' -^"-5^' -^"-^î' 

f d'f f d^f . 
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il s'agit de prouver que /^ 2 = /ai • Si A et A: sont deuK valeurs 
infiniment petites de même ordre, on a^ par la formule de 

Taylor, 

/(a;4-A,7+X:)=/(ar,7 + A:) 4- A/i(^,7-4- ^) ^--— /ii(^,7-hA:)4-E3, 

E3 désignant un terme d'ordre supérieur au second. Dévelop- 
pons /(x, j + A-), /^ (a:, jK + A-), /h (^, 7 4- A-) suivant les 
puissances de k\ nous aurons, en appelant toujours E3 , E'j, ... 
des termes d'ordre supérieur au second, 

i/(x+A,7 + A:)=/(:r,7)-f-V2(^,7)+7^/"(^>7) + E'3 



, ,, . Vi (^, y) -i-hk/it (a-, r) + e; 

1 • ^ 



Ea. 



En commençant par écrire 



puisen développant /(a: + A, j), /a (:r -h A, j),/22 (^ + /^7) 
suivant les puissances de h, on trouve 

-+- ^•/i(a?, y) -*- khfn(,x,y) + e' 



1.2 



e. 



Si l'on compare cette formule avec (i), on a 

w désignant un ensemble de termes d'ordre supérieur au se- 
cond. Divisant par A A", on a alors 

Et, comme T-rtend vers zéro pour A = o, A= o, il reste 
ce qu'il fallait démontrer. 
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Il est clair que ce théorème cesserait d'être exact, si l'une 
des dérivées secondes de f(x^ y) n'était pas continue, la for- 
mule de Taylor, sur laquelle nous avons fondé notre démon- 
stration, cessant elle-même d'avoir lieu. 

En suivant une méthode employée en Arithmétique pour 
démontrer que la valeur d'un produit ne dépend pas de l'ordre 
de ses facteurs, on prouvera que, ayant le droit d'intervertir 
l'ordre de deux dérivations successives, on peut intervertir 
aussi l'ordre des dérivations d'une façon arbitraire. 

Cela posé, pour représenter une dérivée d'ordre supérieur 
prise relativement à plusieurs variables, on pourra se bornera 
indiquer le nombre total des dérivations relatives à chaque 
variable. C'est ainsi que l'on écrira, par exemple, 

-j- — 7 — 7- au lieu de -; — r-S — r ' • • • • 
d^xdyaz dxdydzdx 

j j j 

Remarque. — Les symboles -r-? -5-^ -t- sont commutatifs 
^ "^ dx dy dz 

etdistributifs. On a donné le nom de àév\yée% partielles à ces 
dérivées prises successivement par rapport aux diverses va- 
riables en laissant les autres constantes, pour les distinguer 
de ce que l'on appelle une dérivée totale. 

Supposons que, dans/(a:,jK, -s), les variables Xj y, z ces- 
sent d'être indépendantes, etquejKet z soient fonctions Aex\ 
d'après le théorème des fonctions composées, la dérivée de/ 
relative à x, que nous appellerons dérivée totale relative à x. 
sera donnée par la formule 

X dy dx dz dx 
Cette dérivée, d'après nos notations, devrait être représentée 
par -^; mais il y aurait confusion si l'on écrivait 

dx dx dy dx dz dx 
car les deux -^ figurant ici ne sauraient être égaux ; on a pro- 
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posé plusieurs moyens d'obvier à cet inconvénient. L'un d'eux 
consiste à envelopper d'une parenthèse les dérivées partielles ; 
l'autre, qui paraît plus généralement répandu, consiste à 
changer dans les dérivées partielles la forme du d. La formule 
précédente s'écrira alors 

dx dx dy dx dz dx 

Il importe de bien voir que -^ diffère de -p; il importe 
surtout de bien voir que les trois c[/qui figurent dans cette 
formule sont inégaux, ce qui fait des symboles -p> ~j ••• 
des quotients dont on convient de ne jamais chasser les déno- 
minateurs ; et d'abord -~ est le rapport des accroissements 
que prennent /et x quand on fait croître x de dx^ et que par 
suite j' croît de dy et ^ de dz\ tandis que -p est le rapport 

des accroissements infiniment petits de / et de x^ quand, 
faisant croître x de àx^ on laisse j^ et .s invariables. 

Le àf qui entre dans ~ est l'accroissement que prend / 

quand x croît de àx^ y et z restant invariables ; le df qui 

figure dans — est l'accroissement que prend/ quand, x cessant 

de varier, y seul croît, et de dy ; ces deux df sont donc iné- 
gaux en général. (Il est presque inutile d'ajouter qu'il s'agit 
d'accroissements infiniment petits et que l'on néglige les termes 
du second ordre.) 



in. — Formule de Taylor généralisée. 

Si Ton considère la fonction de t 

?(0 =/(^ -^ht,y^ ht, z -+- lt\ 

cette fonction pourra être développée par la formule de Mac- 
laurin. Pour effectuer ce développement, formons ses déri- 
vées successives ; nous aurons, par le théorème des fonctions 



7 
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composées, et en faisant, pour abréger, x -\- ht == a, 
y -\- kt=^ b^z -{- lt = c^ 

ainsi l'opération -v- est équivalente à 

h^ k— /-. 
da db de 

On aura donc 
et pour ^ = o, 

Nous aurons donc, en substituant cette valeur dans la for- 
mule de Maclaurin 

l'égalité suivante : 
f{x->r- ht,y -\- ht,z-\- It) 

{ .1, . . n\ ox oy oz) 

I r à '\n->r\ 

1.2.3. .. (tu- i) L <^(^ + 9A^) J » ^ 

et, si l'on fait ^ = i , 

n 

f{x-^h,y^k,z-^l) = f(x,y, z) +2] ( ^ 5J "^ ^ ^ '^••7 -^ÏÏT 

1 

Le reste est écrit sous une forme abrégée qui se comprend 
facilement : après avoir fait l'opération 

TIH- l)! V ()^ CJX / -/^ '>^' ^' 
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on remplace x par x -\-^h^ y par jk -h 8 A", et ^ par z 4- 8/. La 
formule précédente suppose ç (^) continue, ainsi que ses n pre- 
mières dérivées, quand t varie de o à i. La (/i+ i)*'"« dérivée 
doit être bien déterminée : ceci revient à supposer /(^,j^, :;) 
finie et continue, ainsi que ses n premières dérivées, quand 
les variables restent comprises entre xtlx^h^y e\y -h A", 
5et V 4- /. Les {n + i)'^™«« dérivées doivent exister et être bien 
déterminées ; si l'on ne sait rien sur les (n-\- ly*^"" dérivées, 
le reste affectera la forme E„+< d'un infiniment petit d'ordre 
supérieur à n par rapport k h^ k^ l supposés de même ordre. 
On remarquera surtout la formule 

f{x-^h,y^k,z -f- /) =f{x,y,z)-\- hf,{x -h 6 A, y -+- 6/:, ;? + 6/), 

-r-kfi{x-\-^h,y-\-^k,5-\-^l), 

^^"/«(•r,/, z),f2{x,y, z)yfz{x,yy ;?) désignent, pour simpli- 
fier ^, ^, ^. 
^ dx dy^ dz 

IV. — Différences des fonctions de plusieurs variables. 

Considérons une fonction de plusieurs variables que nous 
supposons, pour fixer les idées, au nombre de deux. Soit 

cette fonction ; si Ton donne k x el y des accroissements 
simultanés A a:, ky^ cette fonction varie d'une quantité que 
l'on appelle la différence de cette fonction ; on la désigne 
par A/. Nous poserons 

/2 =f{x-^7.^x,y + i^y\ 



fil =f{x-^ni^x,y-^ nly)\ 
ûous aurons alors 



^ 
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A/est, en général, fonction de x et^, et l'on pose AAy = A^/; 
A^/ s'appelle la différence seconde de /, et l'on a 

et ainsi de suite; les formules auxquelles on est conduit sont 
identiques à celles que l'on rencontre pour le cas où la fonc- 
tion/ne dépend que d'une seule variable, et il est inutile, 
d'après ce qui précède, de donner une nouvelle démonstra- 
tion des formules 

/«=/o -^ Ci A/o-H CJ Aî/o-h . . . -^ AVo. 

Mais, à côté de ces différences, que l'on peut appeler com- 
plètes y viennent se placer une série de différences auxquelles 
on a donné le nom de différences partielles et dont nous 
allons dire quelques mots. 

Dans la fonction/, on peut laisser j' constant et faire seu- 
lement varier a:; / a alors, par rapport à cette variable, une 
série de différences que l'on indique par un indice; ainsi l'on 
pose 

Ar/(a^,7)=/(^-4- Aar,7) — /(a7,7), 

Al/(^,7)=/(^-4-2A5r,7)— 2/(a:-^Aa7,7)-H/(a:,j^')» 
? 

on a de même 

Ar/(^,7) =/(^,7 -+- Aj) —/{oc, y), .... 

Il n'y a là rien de nouveau, car, dans chacun des cas où Ton 
ne fait varier que x ou que y^ on n'a réellement affaire qu'à 
une fonction d'une seule variable; on dit que ^xfi ^xfi"' 
sont les àiïïévences partielles de /relatives kx. 

Les signes A^ et A^ sont commutatifs et distributifs : 
il est évident qu'ils sont l'un et l'autre distributifs, et, si l'on 
fait attention que A^ A^/ est égal à 

^xlf(^, y -H A7)-/(ar, 7)], 
OU à 

f{x 4- Aar,7 4- A7) —/(a? -i- Aa7,7) —f{x,y -\- A7)H-/(ar,/), 
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OD verra sans peine que la symétrie de ce résultat entraîne 
la formule 

ce qui est la propriété fondamentale des symboles commu- 
lalifs. Posons, pour abréger, 

nous aurons 

et, en prenant ^ fois de suite la différence relative ky^ 

Si Ton désigne par S^ l'opération qui a pour but d'ajouter \x 
à la première variable figurant sous le signe /, et par Sy 
l'opération qui a pour but d'ajouter A^ à la seconde variable, 
en sorte que 

on pourra écrire 

les signes Sx et S^ étant évidemment commutatifs et distri- 
butifs, on aura 

Aî/oo = ( S jc — I )Voo 
ou, si l'on veut, 

et par suite, en général, 

On peut résoudre la question inverse et trouver fij en fonc- 
tion des différences de/. On a en effet 

//,o = (n-A;cy/oo, 

et par suite 

fi,j = (n- Aa-y(i -f- Aj.y/00, 
et en général 

si:S^. . . s^ = (n- A^y(i-+- A^)y. . . (I -i- A,y^-. 

L. — Traité d' Analyse j I. 10 
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Nous ferons observer que l'on peut déduire de là une formule 
d'interpolation analogue à celle de Newton et que l'on pour- 
rait même appeler formule de Newton généralisée; cette 
formule serait 

/(X,Y)=/(^,7)-+-...-HCiC//(a:-+-iAa7,7-f-yA7)H-..., 
dans laquelle il faudrait remplacer a par —r — et P par 

Ar 

Enfin, en terminant, nous ferons observer que la limite de 
A^Aj./oo divisé par Aa:*A^P est la dérivée ft^ y O^^ pourrait 

démontrer cette proposition directement à l'aide du théorème 
de Taylor, mais on peut aussi observer que, Lx et ^y étant 
tout à fait indépendants, on peut les faire tendre succes- 
sivement vers zéro; on a donc 

"ûï . « :\ = ^ « / j pour Aa: = o, 

et, faisant tendre Aj^ vers zéro, on a la formule qu'il s'agis- 
sait d'établir. Mais cette démonstration est peut-être moins 
rigoureuse. 



V. — Formnles d'interpolation pour les fonctions de plusieurs 

variables. 



Nous avons observé, au paragraphe précédent, que la for- 
mule qui donne la différence d'une fonction de plusieurs 
variables en fonction de ses différences peut servir à géné- 
raliser la formule de Newton. La formule de Lagrange peut 
être également généralisée comme il suit. 

Soit, pour fixer les idées, /(^, y) une fonction de deux 
variables; la formule de Lagrange donne 

«= 1 
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Xt, x^t ..•, Xn^\ désignant des valeurs arbitraires de x\ 
cette formule approchée devient exacte si / est une fonction 
entière par rapport à a; de degré n ; or on a 

formule exacte si / est entier et de degré n par rapport à y. 
Si l'on combine les équations (i) et (a), on trouve 

« = «+1 J = n+l 

f(^-y) -2é Zà ■/^^"•^^> {xi-x,). . .(X,— x,_.)(x,-^,^,)- • • 

i+\ y+i 

^ (7— 7i)"-(7— 7y-i)(7— Jy-n)'- 

iyj — 7i )• • • (7y — 7y-i Kyj —yj^\ )• • • ' 

et l'on voit facilement comment on pourrait encore généra- 
liser. Si l'on pose 

{x — Xi){oo — x^). ,,(x — x,i+i)= o{x), 

(y — 7i)(7 -72)- • • (7 — 7«-Hi) = '\'iy)y 

on peut écrire ainsi qu'il suit la formule précédente : 

OU 



Les deux membres de cette équation sont développables sui- 
vant les puissances de ^ et ^ ; en égalant de part et d'autre 

les coefficients de — > on trouve 

xy 

^i(.xi)^\yj) 
Si/ est de degré moindre que /i, la quantité o) est nulle. 

VI. — Différentielles totales. 

On appelle différentielle totale, ou simplement diffé- 
rentielle d'une fonction de plusieurs variables, la somme des 
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produits obtenus en multipliant la dérivée de la fonction par 
rapport à chaque variable par un accroissement arbitraire 
donné à cette variable. 

Soit, par exemple, /(^, ^, -s) une fonction de trois va- 
riables ^, JK) 2 ; la différentielle totale de/, que l'on représente 
par rf/", sera définie par l'équation 

(l) flr/=|^A:r-f-^Ax-|-|^A5, 

^ -^ dx ày -^ dz 

A;r, A)^, A3 désignant trois accroissements arbitraires et in- 
dépendants donnés k x^y^ z respectivement. Si l'on prenait 
tour à tour/=a:, /=^, /= 3, la formule (i) donnerait, en 

nX oX 

observant que t- est égal à i, que t- est égal à zéro, etc., 

dx = Aj7, dy = Av, dz = Az, 

ce qui nous autorise à écrire l'équation (i), qui sert de défini- 
tion à df, ainsi : 

df = -/- dx-^ -^dy-\- 4- ^^' 
•^ ox ày ^ dz 

Si, comme on le fait toujours, à moins de prévenir expressé- 
ment du contraire, on suppose les accroissements dx = A^, 
dy = Ay, . . . des variables de même ordre infinitésimal, 
on pourra énoncer le théorème suivant : 

Théokème fondamental. — L'accroissement que subit 
une fonction de plusieurs variables, quand on donne des 
accroissements de même ordre à ses variables, est, aux 
infiniment petits d'ordre supérieur près, égal à sa diffé- 
rentielle, et par suite, dans une limite de rapport, V ac- 
croissement d' une fonction peut être remplacé par sa dif- 
férentielle sans changer le résultat. 

En effet, si l'on désigne par/(x,jKî ^) une fonction de x^ 
y-i z^ on aura par la formule de Taylor 

A/ ou f{x -4- Aa?, y -4- A/, 4j -4- Az ) —/(./-, 7, z) 



J 
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Ea désignant un infiniment petit d'ordre supérieur au premier. 
Cette formule peut s'écrire 

ce qui démontre le théorème. 

La différentielle df d'une fonction de plusieurs variables 
/(:r, j, z) est une fonction de x^y^z\ elle possède, à ce titre, 
elle-même une différentielle totale que l'on désigne par rf^/; 
cette différentielle rf'^/, à son tour, possède une différentielle 
totale que Ton désigne par rf^/, et ainsi de suite 

Calculons la différentielle totale seconde d^f de /; on a 



le symbole 



df= -^ dx -^ -^ dy ->r -f dz\ 
-^ dx ày '^ àz 

d— ^-- dx -^ --- dy -^ -^ dz, 

dx ()y "^ dz 



A A S^ 

somme des symboles y- dx^ -r- dy^ -r; dz^ est commutatif et 
distributif comme ceux-ci; on peut donc écrire 

et en général 

(3) dnf^i^ld.-^^dy.-1-^d.yf. 

Je n'ai pas besoin de rappeler que l'équation (a) développée 

donnera 

d'^f â^f d^f 

d'-f= ^dx^-^r-T.-i-^^dxdy-^-^'-dy'^ 

cP f d^f d-f 

-\- 1 - — - dx dz-^i -7—=^ dy dz -\- -f- dz^, 
ox Oz oy dz oz^ 

formule que l'on peut vérifier directement sans faire usage 
du calcul des symboles, et dans laquelle il ne faut pas perdre 
de vue que x, y^ z sont des variables essentiellement mde- 
pendantes, caractérisées par ce fait que dx = Aa:, dy = Ay , . . . 
sont, chacun en particulier, tout à fait arbitraires et par 
suite indépendants des variables Xj y^ z elles-mêmes. 
Il résulte de là une notation très commode pour écrire la 



n-^-it 
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formule de Taylor;/(a: + dx,j^ + rf^, z + dz) — /(^^ JKj ^) 
étant représenté par A/, on a symboliquement 

A/ = -- ûtr -4- ^ - c?v -t- -T- «?^ 

'^ dx dy '^ dz 

i,'i\dx ày ^ dz / "^ 
-F 

I iLdx-^—d ^ dYf 

1.2.3... 71 \(^^ ' dy '^ dz 1^ 

c'est-à-dîre 

E/i+i désignant un terme d'ordre supérieur à n. 
On a vu que 

d'où l'on conclut que A^AJ. peut être substitué, dans les li- 
mites de rapport, à , ^/^^ dx^'dj^; mais ce théorème a beau- 
coup moins d'importance que celui-ci : 

TpÉOREME. — Les quantités d^f et ^'^f sont égales, à des 
termes près d^ordre supérieur à n. 

La différence et la différentielle totale d'une fonction 
peuvent donc se substituer l'une à l'autre dans les calculs de 
limites de rapports. Pour le prouver, observons que 

en développant chaque terme par la formule de Taylor, mise 
sous la forme 

on a 



i.a 



CJ(n -2)« d/+ CJ <-^^^ d»/-»- . . . 
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Les coefficients de rf/, rf^/, . . . sont nuls, celui de d^f est 
égala l'unité, comme on Ta vu plus haut (p. 102); on a donc 

injr\ étant un infiniment petit d'ordre supérieur à /i. 

C. Q. F. D. 

VII. — Galcnl des différentielles partielles. 

La différentielle totale d'une somme est égale à la somme 
des différentielles totales de ses parties et, plus généralement, 
«M 4- 6p + cçv -I- . . . , a, 6, c désignant des constantes, a 
pour différentielle totale 

adu-^hdv -^ c dw -f- . . . . 

En effet, pour prendre la différentielle totale de 

au -h bv -h cw 



il faudra prendre ses dérivées relatives aux variables indépen- 
dantes et les multiplier par les différentielles de ces variables, 
puis ajouter- Ainsi, x, y^ z^ . . • désignant les variables dont 
II, V, , . . sont fonctions, 

,, , - d(au-hbv-\-. . .) y â(au-^bv-{-. . .) , 

d{att-\-bv-{',. .)= -^^ :: ~dx-\-— -dy-^..., 

^ ôx ày -^ 



OU 



ou 



d{au-h bv -h. , .) = [^^ — ^ ^ 2 ^' " )^^ 

(du r dv \ , 



d{au -h bv -{- , . .) = a -T- dx -h a j- dy -^ . . . 

ox oy ^ 



OU enfin 

d(^au -h 6p -h . , .) =: a du -+- b dç -h . , . . 

c Q. F. D. 
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De même, on a 

d{ uvw . . .) = uw , . .du-\- uw ,,,dv-¥- . . ., 

ou 

d{ uvw , .,) _ du du dw 



= ! + 

UVW ... u s? w 



en efTet, on a 



d(uvw) , d{uvw) 
d{uçw)= -^ ^-dx-h -^ dy-\- .... 

ou 

/ au ^^ \ j 

d{uvw)= yvw,., ^-^"«'••- 5^-^--- j^-^ 

/ au ^^ . \ j 



/du , au j 

/ dv j àv j ^ 



• ? 



c'est-à-dlre 

d(u.v,w .,,) = çw ..,du-Jr uw .,.di>~h uv ...dw -^- .. 

On verrait de même que 

- M V du — u dv 
d- = T 

On a aussi 

d(^(u) = o'{u)dUy 

do , à(p , 

• 

««^ 

en effet, 



on 



<<?(«. '')=|^'^«-t- S '^''- 
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?III. — Principes fondamentanz pour rapplication dn Calcul 

différentiel. 

Lorsque Von veut établir une relation quelconque entre 
des différentielles, on peut toujours négliger, vis-à-vis des 
termes d'ordre le moins élevé, les termes d'ordre supé- 
rieur, pourvu que les termes conservés ne contiennent pas 
d'autres infiniment petits que des différentielles. 

En effet, supposons que, en négligeant des infiniment petits 
du second ordre, on soit parvenu à des formules telles que 

kdu-\-^dv -t- C dw -4- . . , = o ; 

cette formule étant vraie aux termes du second ordre près, la 
suivante sera rigoureuse : 

A du -h Bdv -+• Cdw -h. . .-i- £ = o, 

e désignant un terme du second ordre ; et l'on pourra écrire, 
en divisant par dx^ 

. du ^ dv s 

cLx ax ax 

du, dVy . . . , dx étant de même ordre, soit 

,. du , .. dv , 

lim-r-=a, lim-j- = (^, .... 
ax ax 

Quelques-unes de ces limites sont arbitraires, mais, par cela 
même, on peut les supposer finies, en supposant, par exemple, 
que Ton assujettisse momentanément toutes les variables 
indépendantes à recevoir des accroissements égaux à dx, 

tandis que -r- tend vers zéro : si bien que, pour dx = o, on a 

Au'-hBv'-^Cw' -h,,. = o, 

d^où 

Au'dx-^Bv'dx -^- Cw'dx ~{- . , . = o ; 



mais i/dx, v'dx, w' dx, . . . sont rigoureusement égaux àrfw, 

du 
dx 



dv, rffv, . . . , car u' est égal à -t-> que dx soit infiniment petit 
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OU fini : on a donc 

Adu-{~Bdv -h Cdw -h .. . = o. 
Cette égalité était donc rigoureuse. 



C. Q. F. D, 



Si la quantité û< + ûj 4- Û3 + . . . + û;„ 4- e est d'ordre 
m + i, û|, Û2, '"1 ^m étant respectivement d'ordre i, 
2, . . . m, e^ e d'ordre m + 1, 5tÛ|, ûa, ... ne contiennent 
d'autres infiniment petits que des différentielles et sont 
homogènes par rapport à la lettre d, on a 

ûj = o, 122 = o, •••} Û/re = o. 

En effet, d'après ce que nous venons de voir, on aura 
û, = o aux termes du second ordre près, et par suite on aura 
rigoureusement Û| = o; donc on aura Û2 = o aux termes du 
troisième ordre près, et par suite rigoureusement Û2 = ^• 
En continuant ce raisonnement, on voit que l'on aura sépa- 
rément 

ûj = o, Û2 =^ o, . . . , Hfn = O. 

Ces principes sont fondamentaux dans les applications 
analytiques ou géométriques du Calcul différentiel. 



IX. — Remarques au sujet des différentielles totales 

des différents ordres. 

Soient X et y deux variables indépendantes ; on a par 
définition 

quand x et y deviennent fonctions de t^ la relation précé- 
dente a encore lieu, en vertu du théorème des fonctions com- 
posées; seulement df, dx, dy n'ont plus le même sens. Ceci 
s'explique : dans les deux cas, on représente par rf/* l'accrois- 
sement que prend / quand x el y prennent des accroisse- 
ments dx^ dyj et la seule différence est que, dans l'un des cas, 
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dx, dy sont indépendants l'un de l'autre, et que dans l'autre 

cas -^ est égal à ~> les dérivées étant prises par rapport à t\ 

les termes du second ordre sont, bien entendu, négligés. 

Mais d^fne reste plus le même quand dx et dy sont indé- 
pendants, ou quand ils sont liés l'un à l'autre. En effet, dans 
le cas où dx^ dy sont indépendants l'un et l'autre, ils sont 
arbitraires et considérés comme constants; mais, s'ils sont 
fonctions d'une même variable, ils doivent subir la différen- 
tialion relative à cette variable, ainsi l'on a 

si â: et / sont indépendants, et, dans le cas contraire, 

d^f d^f d^f ôf df 

à>f- -^dx^-^-1 3-4- dxdy -+- -^ dy^ -\- -f- d^x -f- -f d^y\ 

-' àx^ dxdy "^ dy^ '^ dx dy "^ 

si X était variable indépendante, d^x serait nul, et le terme 
■é-d'X disparaîtrait. 



X. — Des fonctions dont la différentielle est nnlle. 

Lorsque la différentielle totale d^ une fonction est nulle, 
cette fonction est constante, et cela pour tout l'intervalle 
où la différentielle reste nulle, pourvu toutefois que la 
fonction ne soit pa^ discontinue. 

En effet, soit / une fonction des variables Xj y, z^ ... ; si 
l'on a rf/'= o, on aura aussi 

df . df , df , 

-^ dx -h -f- dy -h -^ dz -h . . ,= o, 
dx dy '^ dz 

et, dx<i dy, dz, . . . étant indépendants, il faudra que l'on 
ait 

(^\ àf df df 
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or la dérivée -p est prise en regardant ^ et ^ comme des con- 

stantes; la formule — =: o nous montre alors queyest indé- 
pendant de x^ mais il peut contenir^ et ^, qui y sont regardés 
comme des constantes ; l'équation 

dx 
a donc pour conséquence 

/= fonction àe y, z, ... mais non de x. 

Mais, quand à cette formule -^ = o on adjoint les autres for- 
mules (i), on voit que/ est indépendant non seulement de œ^ 
mais de j^, ;5, . . . ^ donc / n'est pas à proprement parler 
fonction de ses variables : c'est une constante. 



i. On a 



EXERCICES ET NOTES. 



¥ (x-^\x'^= F(m)a:'», 



\ dx) 
F désignant un symbole de fonction entière. 

2. Former 

On supposera cp(a7) quelconque; on verra que le résultat est de la 
forme Acp'(a7)-h Bcp'(a:)-f-. ..; on déterminera ensuite A, B, ..., en 
faisant cp(a?)= c** ou <p(a?) = x^ rr*, . . ., x^, 

3. Former 

4. On a 

(BooLii:, Phil, Transact.; i844*) 
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5. V et 4> désignant des fonctions entières, on a 

(Bron^win, Cambridge and Dublin math. Journal; 1848. 

6. Soit 

^ l d d d\ 

on a, pour une fonction homogène u de degré m, 

V u = muj P^u = m(m — i)u, .... 

7. Considérons une fonction /de n variables ^i, arj, . . ., Xn] sup- 
posons que l'on ait 

cL^'-^'^f r= d'^f^K^ dxi -h A2 <ia?2 "H. . .-+- A„ dx„ ), 

c'esl-à-dire que d"^-^^/ soit divisible par d"^/; démontrer que û?""»"*/» 
<f'»-^-3/", . . . seront aussi divisibles par d^f. 

(Darboux, Bulletin; 1882.) 
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CHAPITRE YII. 



CHAPITRE VIL 

DES DÉTERMINANTS FONCTIONNELS ET DES FONCTIONS 

IMPUCITES. 



I. — Préliminaires. 



Considérons le déterminant 



e = 



«Il 

«21 



«12 
«22 






««I ««2 • • • « 



nn 



Si l'on désigne par d un signe de difFérentiation pris en 
considérant les éléments de ce déterminant comme des 
variables indépendantes, le symbole 



dQ 



àa 



u 



sera le coefficient de atj dans le développement du détermi- 
nant 6, de sorte que, en appelant a/y le mineur obtenu en sup- 
primant la i^^™® ligne et lay^^"® colonne, on aura 



«/y = (-iy^^' 



• 

daij ' 



d^S 



de même ^ — r — sera le coefficient de aaaiçi dans le déve- 

loppement de 0, et cette dérivée sera, au signe près, le mi- 
neur de 6 obtenu en supprimant la î '^"® et la A*'^™» ligne el 

Ij^yième gj. \^ lième colonnC. 

On voit ainsi que les déterminants mineurs des divers 
ordres de peuvent être représentés, au signe près, parles 
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dérivées de ce même déterminant prises par rapport à ses 

éléments. 

Théoiième I. — On a 

de de de { o si i ^ y, 

Oaji 0aj2 ôajn { 8 si i = y ; 

de de de { o si î ^ y, 

daij oatj oanj ( 6 si i =y. 
Théorème II. — On a 

d^e d^e 



daij ^<^ki àan da^j 

En eflfet, le premier membre représente le déterminant 
mineur obtenu en effaçant les lignes d'ordre i et k et les 
colonnes d^ordrey et /; le second également, et cela au signe 
près. Or, en échangeant dans les colonnes d'ordre /et /, ce 

déterminant change de signe ; ^ — -^ — > dans ces circonstances, 

d^e 

est remplacé par -i ^ — : ces deux déterminants sont donc 

de signes contraires. 

Théorème III. — On a 

d^e d^e 



daij da^j daij àan 

car 6 contient au premier degré seulement les éléments d'une 
même ligne ou d'une même colonne; aijakj ne peut donc 
entrer dans la formation de 0. 



II. — Déterminant du système adjoint. 

Conservons les notations précédentes, et posons 

de _ 

avec les quantités a,y on peut former un nouveau déterminant 

H = ^ ± ail «22 • . • ^nm 
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dont les éléments forment le système adjoint du système des 
éléments a/y de 6. 

Si l'on fait le produit 6 H, ou 



(I) 



«11 o'n • • • «l/i 
OC21 OC22 • • • «2n 



• • • 



*/H Ot/i2 • • • ^nn 

en ayant égard à la formule 

«/ 1 Clji 4- a/2 «y2 H- ... -I- Vn <^Jn = 

on trouve pour produit 



«11 


«12 


... aifi 


an 


«22 


«2/t 


• • • 


• • • 


« « • • • • 


^nl 


««2 

( 


«nn 

si i ^ y, 



SI 1=7; 



e o 

o e 

• • 

o o 



o 
o 



• 



e 



= e»; 



donc 0H = O'', ou 



H = e«-i. 



Considérons en second lieu le produit 



H 





«Il 


ai2 


• • «lyt 




I 








^e 


«21 


«22 


«2/1 




«21 


«22 


Cl 2 II 


dan 


• • . 


• • • ■ 


• • • • • 




• • • 


• • • • 


1 • • ■ • 




Ot/tl 


a,t2 


«/irt 




«/tl 


««2 


• • '^nn 



effectuant et remplaçant H par Q'^"*, on a 



e«-i 



<^«ii 



do 



ne 



«11 «21 ... «rti 

o 6 ... o 

• • • • ■ • 

o o ... 

dS 



= ane«-i; 



<^«i] 



«iiî 



ce que l'on savait déjà. Considérons encore le produit 



H 





«11 


«12 


• . ^m 




I 











d^e 


«21 

... 


«22 

... . 


. . «2» 

» • • • • 






«31 


I 

«32 



«33 . 





dan ^«22 


. . «3/1 




«rti 


a«2 


«/t/i 




• • • 

«/H 


■ • • 

«»2 


... . 
«/l3 


. . ... 

. . «/Irt 
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effectuant et remplaçant H par 0'*"*, on a 



i6i 



e»-! 



d^e 



daiiâaii 



«11 


«îi 


«81 . 


«rtl 


an 


«22 


«38 


«rtï 


o 


O 


e 


O 



O 



o 



ou bien 



e 



d^S 



daiiâaii 



On aurait de même 



02 



d^e 



daiida^^âa^z 



«11 

«21 

«11 
«îl 
«31 



e 

«n 

«22 

«12 
«22 
«32 



«11 «îl 
«12 «22 



Qn-i 



«13 
«23 
«33 



et ainsi de suite. 

Ces formules en contiennent d'autres plus générales. En 
effet, si nous considérons par exemple la dernière, et si nous 
plaçons les lignes d'ordre i, A:, p respectivement au premier, 
au second, au troisième rang, les colonnes d'ordre y, /, q au 
premier, au second, au troisième rang, n'aura pas changé 
de valeur, et si l'on applique à la nouvelle forme de 6 la for- 
mule précédente, on aura 



e« 



d^e 



ôatj daki àapq 
on aura de même 



a*7 

«Av 

«/>/ 



(a) 



et 



daij dcLki 



«17 «// 



fiki 



« 



«A-y 



« 



p<i 



ae m 



eo 



daij 



= «/y = 



daij àa/ci , à an èajcj 



à^ 



daij 



De ces formules très remarquables, il résulte que, si 
S==o, tous les déterminants mineurs du système adjoint 
sont nuls, mais a/y n'est pas nul. 

Si, dans la formule (a), on fait k =j\ i= l, on a 



o = «/y <Xji 



«// ajj, 



L. - Traité d'Analyse, I. 



II 
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m. — Digresnon sur les déterminants gauches. 



M. Cayley a donné le nom de déterminants gauches aux 
déterminants de la forme 



«11 

«21 



«15 

«iî 



«i« 



«m «/ij 



a 



nn 



= e. 



dans lesquels on a a/y = — ay,-, au = o. Les déterminants 
gauches jouissent d'une propriété curieuse : 

Tout déterminant gauche de degré impair est nul, et 
tout déterminant gauche de degré pair est un carré 
parfait. 

Pour le démontrer, nous nous appuierons sur la formule 



(I) 



<?2e 



e = 



d^ 



de 



âs 



de 



dannàan-\,n-i àan^n ^«/»-l,rt-l <^«/»-l,rt ^««.«-i 



obtenue ne faisant i=j = nelk=^l=n — i dans la for- 
mule (a) du paragraphe précédent; si nous admettons que le 
théorème soit démontré pour des déterminants de degré 
moindre que n, il est facile alors de voir qu'il a lieu pour les 

déterminants d'ordre n. En effet r > si /i est pair, 

da„naan-i,n-i *^ 

est un déterminant- gauche d'ordre pair qui est un carré, t — 

est un déterminant gauche d'ordre impair qui est nul; alors, 
en observant que 



àan-i,n 



àan,n-l 



la formule (i) donne 



e 






dannàUn— 



donc doit être un carré parfait. 
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Si le déterminant gauche est de degré impair, il contient les 
termes a^a; <^2py - * * ? ^n\ 6t a^\ , cl^^j • • • > <^X/i; ^^^ se détrui- 
sent parce qu'ils sont égaux et de signes contraires s'ils ne 
soDt pas nuls. 

Il reste donc à vérifier que, pour n = 2, le déterminant B 
est un carré parfait, parce qu'il le sera encore pour/i==4> 
/i = 6, .... Or on a, pour /i = i , 



pour n= 2, 



e = 



e = o; 

«12 o 



= «12*; 



pour n= 3, 



e 



o 

— «12 
I — «13 



«lî «13 
O «23 

«23 O 



• =0; 



pour 71 = 4» 



6==: 



O 

- «12 
«13 
«U 



«12 
O 

— «23 
«24 



«13 «U 

«23 «2* 

O «3* 

— «34 O 



= («13 «24 H- «14 «23 — «12 «34 )*; 



et ainsi de suite. 



Remarque, — Un déterminant gauche de degré pair et 
dont tous les éléments situés d'un même côté de la diagonale 
sont égaux à l'unité est égal à i . 

La racine carrée d'un déterminant gauche de degré pair est 
ce que l'on a appelé \xnpfafjien. 



IV. — Déterminant d'un système de fonctions. 

Soient W|, i/2> •••) Un des fonctions des n variables 
^i) ^2, . . . , Xn\ on appelle déterminant de ce système de 



^ I 
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fonctions [ou jacobien) le déterminant 

du 
dx 

du 
dx 



(I) 



dUn 

dx\ dxi 



dui 
dXi 


dux 
dXn 


duf 


dUi 


dxi 


dXn 


• • • • 

dUn 


m 9 • • • 

dUn 



dXn 



dont les éléments sont leurs dérivées, et on le représente par 
la notation 

d{Uu Ut, . .., Un) 

dont l'utilité ne tardera pas à être mis€ en lumière. 

Quand Ui, 112^ . . . , W/j sont les dérivées d'une même 
fonction a, le déterminant fonctionnel porte le nom de 
hessien de la fonction a, et on le représente souvent au 
moyen de la notation H.w. 

Théorème de M. Bertrand. — Le déterminant d'un 
système de fonctions Mj, ^2) • • -5 Unpcir rapport aux va- 
riables x^j X2y , , , y Xfi est le rapport du déterminant du 
système d'accroissements que prennent ces fonctions au 
déterminant du système correspondant d' accroissements 
infiniment petits des variables. 

En sorte que d {x^^ . . .^Xn) peut être considéré comme un 
déterminant de /i systèmes d'accroissements arbitraires donnés 
aux variables, et alors ^ ( W| , .... u„) est, aux termes d'ordre 
supérieur près, le déterminant du système d'accroissements 
correspondants des fonctions m,, . . . , Un» 

Pour démontrer ce théorème, désignons par rf^Xi, <i|^2»"-^ 
diXfi un premier système d'accroissements des variables; par 
d2X\y d^x^y . . .^d^Xn nn second système, etc.; multiplions 
entre eux les déterminants (i) et 

d\ X\ d%X\ ... d\ Xfi 
d% â?i d%Xi ... d^ Xff, 



dn^i dnX^ 



da^n 
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l'élément appartenant à la i*^"'* ligne et à la y»®"»* colonne du 
produit sera 

T — ajXi -t- - — cLi Xi-\- ... -h - — cLjXfi, 
oxi ^ dxi ^ dXn, ' 

c'est-à-dire djUi\ le produit est donc le déterminant du sys- 
tème des différentielles ou des accroissements des fonctions ; 
d'où Ton conclut le théorème énoncé. 

Le théorème de M. Bertrand a un grand nombre de corol- 
laires importants qui ont été démontrés directement par 
Jacobi ou par Cauchy. Mais, en les déduisant du théorème 
de M. Bertrand, on développe plus clairement les analogies 
des déterminants fonctionnels avec les dérivées. Voici, par 
exemple, comment il permet de généraliser le théorème des 
fonctions de fonctions. 

Soient W|, W2? • • • 1 W/i des fonctions de jKn JKa? • ■ • tJK/d et 
7«î72j • • • >^/2 des fonctions de X\^ x^, . . ., ^/i; on pourra 
considérer u^^Ui, . , . ^ Un comme fonctions composées de x^ , 
x^j . . ,^Xn, et il est clair que Ton aura 

djUu Ui,.,.,Un) _ à(Uu Ut, ....Un) àj^uXii '"lyn) , 
d{Xi,X2, .. .yXn) à{yi,y2, . ..^ya) <^(^i,a?j, . . .,Xn)' 

en particulier, si l'on a m< = ^1, «2 = ^2» • • • > on voit que 

àj XiyXj, ,..,Xn) à(yi,yt, ...,7/1) _ ^ 
^(7i>7î» •••77») <^(^ii^2, -M^/i) ' 

théorème analogue à celui qui est compris dans la formule 

dx dy _ 
dy dx ' 

et qui devient évident par l'emploi de la notation différen- 
tielle. 

On peut également donner une généralisation du théorème 
des fonctions composées ou même de la différentielle totale. 

Considérons, en effet, n fonctions Ux^U2, • . . , Unàe m va- 
riables indépendantes ^1, ^2» • • • > ^m? le nombre n des fonc- 
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lions étant supposé moindre que le nombre m des variables ; 
donnons aux variables n systèmes d'accroissements infini- 
ment petits. Soient û?(;r 1,0:2, ...7^/1), û?(^2î^3> •••■>^rt+i )j ••' 
les déterminants que l'on peut former avec ces systèmes 

d'accroissements; soit d{u\, M2» • . . , Ww) le déterminant du 
système d'accroissements que prennent les fonctions dans ces 
circonstances. Comme l'on a 






quels que soient û?:r,,d^2> ...,^^/i> la quanti té rf(wi,W2> "'j^n) 
sera une somme de produits de déterminants formés avec les 

accroissements dx et avec les dérivées ^— , en sorte que 

le signe ^ se rapportant aux indices a, p, . . . ,)v. 

Si, en particulier, X\, 0^2, . . • ,^m étaient des fonctions de 
n variables ^i, ^2? • • • ? ^/i? on aurait 

djuijut, . . . , M^ _ ^ d(uu Uj, . ..,i/w) djxg, . ..yX\) 

d(tijt2, ...,tn) ^d{XoiiX^, . .. y XI) d(ti,t2, . ..jtn)^ 

théorème analogue à celui des fonctions composées. 

Remarque. — Si l'on avait supposé m<in^ on aurait eu 
6/(Wi, «2) • • • » ^^/î) = o ; nous retrouverons ce résultat sous une 
autre forme : il exprime que, si les fonctions Wh , . . . , M/i de 
^1,^2) ••• ? ^n peuvent être exprimées au moyen de m <^ /i 
variables x^^ ...,;rTO, leur déterminant est nul. En d'autres 
termes, si les fonctions U\, . . . , w,i ne sont pas indépendantes, 
c'est-à-dire peuvent s'exprimer les unes en fonction des 
autres, leur déterminant sera nul. 
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V. — Reconnaitre si des fonctions sont indépendantes les unes 

des autres. 

Quand deux fonctions de plusieurs variables u^ et 112 ont 
leurs dérivées proportionnelles, ou, ce qui revient au même, 
satisfont à une relation de la forme 

dui = kduf, 

elles dépendent l'une de Tautre; en d'autres termes, u^ peut 
s'exprimer en fonction de U2 seul ; et en effet, dut et du2 sont 
nuls en même temps : u^ et U2 sont donc constants en même 
temps, et par suite sont fonctions l'un de l'autre; la réci- 
proque est évidente. 

Si l'on considère maintenant un nombre quelconque de 
fonctions w,, W2, . . ., M/i, pour que ces fonctions ne soient 
f^s distinctes y c'est-à-dire pour qu'un certain nombre d'entre 
elles soient fonctions des autres, il faut et il sufQt qu'il existe 
des identités de la forme 

kl dui -+- ki dui -h ... -H kndUfi = o. 

11 est bien clair, en effet, i" que toute relation 

<p(Wl,W2, .. ., Un) = O 

différentiée donnera un résultat de cette forme; 2° qu'une 
relation de cette forme ayant lieu, dui, par exemple, sera 
nul quand du2^ • • • , dun le seront, et par suite u^ sera con- 
stant quand U2y . . . , W/i le seront; en d'autres termes, Ui sera 
fonction de Wj, . . . , m^. 

Plus généralement : La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'il existe m relations entre des fonctions ^i , ^2, • • • ^ 
Uji^ c'est qu'il existe m relations linéaires et homogènes 
entre les différentielles de ces fonctions. 

En effet, s'il existe m relations telles que 
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on aura, entre rfwi, du^^ . . . , les m relations linéaires et ho- 
mogènes 

(^Fi . <^Fi , (?F, . 

- awi H- 3^77- attj -h . . . -i- 377- aM;i - o, 



du 



âui 



ÔUn 
ÔFfn , dFm 1 , àF,n 



C^I^l 



du^ 



àUn 



dun — o ; 



réciproquement, s'il existe m relations linéaires et homo- 
gènes entre rfwi, û?W2> • • • ? rfw„, telles que 

aj c?Mi H- a,\ du% -^ » . -+- «« dun ^~- o, 
• ••**•••...*.•••••• ••••••••••••••^ 

/l du,\ -H /2 û?Mj -h . . . -H /« dllfi = O, 

a,, . . ., /i, . . . , /;, désignant des quantités quelconques, on 
pourra de ces équations tirer rf^i, dux^ . . . , rfwm en fonctions 
linéaires et homogènes de dum^i, • • • , dun, et Ton voit que 
û?Wi, . . . , û?Mot seront nuls si dum+it • • • 1 ^^/i le sont; donc 
Wo . . .^Um seront constants si Um+^ , . . , ««/i le sont ; donc enfin 
Wi, . . . , Um seront fonctions de Um+i ^ • • • ? w,,. 

C. Q. F. D. 

Ce raisonnement suppose, bien entendu, les relations ho- 
mogènes données, telles que l'on puisse en tirer m différen- 
tielles en fonction des autres. 

On peut encore reconnaître s'il existe des relations entre 
des fonctions données, au moyen des théorèmes suivants, au 
fond identiques au précédent : 

Théorème I. — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu'entre n fonctions Ui^ u^, , . .j Un des variables Xij 
^2, . , .,Xn il existe m relations distinctes, est que le déter- 
minant 



à(uu Uj, , . ., u„) 

Oi^Xif X^j • . • ) Xn) 



dui dui 



dUi 



dxi 


dX2 


ÔXn 


dUf 


âUi 


dui 


âxi 


àx^ 


dXn 


• • • 

dUn 

âxi 


• • • • 

âUn 

dxi 


• « • ■ • 

àUn 
dXn 
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soit identiquement nul, ainsi que tous ses mineurs jusqu! à 
ceux de V ordre m — i inclusivement. 

En effet, si entre Wj, u^^ ^ - » ^ Un il existe m relations, 
m de ces quantités resteront constantes quand les n — m 
autres seront rendues constantes ; donc m des équations 

dui = o, dui = 0, , . . , dun = o 

seront des conséquences des n — m autres ; en d'autres termes, 
ces n équations se réduiront à /i — m distinctes; or elles 
peuvent s'écrire 



dUn , àUn , àUi , 

-r— ûtei H- T— aa7î -h . . . -i- ;7— dXn = O ; 

pour qu'elles se réduisent k n — m distinctes, il faut que le 
déterminant 

d(Xi,X2, . . , Xn) 

soit nul, ainsi que ses mineurs jusqu'à l'ordre m — i inclusi- 
vement. Ainsi, en particulier, s'il n'existe qu'une relation 
entre les m, on devra avoir D = o seulement. 

Réciproquement, si D est nul, ainsi que les mineurs jusqu'à 
ceux de l'ordre m — i inclusivement, les équations (a) se 
réduiront k n — m distinctes ; en d'autres termes, m des 
équations dut = o, du^ = o, ... seront des conséquences 
des autres, et par suite, m — n des quantités u restant con- 
stantes, les m autres restent constantes aussi et sont des fonc- 
tions de celles-ci. c. q. f. d. 

Théorème IL — La condition nécessaire et suffisante 
pour qu^entre m fonctions de n variables^ m, étant plus 
petit que n, il existe une relation au moins entre ces fonc- 
tions, c^est que tous les déterminants fonctionnels de ces 
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fonctions par rapport à m quelconques des variables 
soient nuls. 

Soient, en effet, ni fonctions Wj, u^^ . . . ^Um des n^ m\^- 
riables^Ti, ^27 . . . , ^w ; on devra avoir entre les différentielles 
du\^ du2j ' . • une relation telle que 

Al dui -4- Aj du2 H- ... -h A,n dUffi = o, 
ou 



( Ai-^* -\-Ai-^ -\-..,-^\m\^]dxi-^ (Al—-* -^.,.]dxi 
\ ôxi dx2 àxml \ àxt J 

quels que soient dx^^ dx^, ... ; donc 

dwi dut , 4 ^"//ï 



.=0, 



Al ïï:;r^- Aj ;r— +...+ A,nT— =0; 

comme A4, A2, ... ne sont pas tous nuls, il faut que l'on 
ait 

à{Uu Ut, .. ., Um) _ 

à{Xct,oc^, ...,^X) 

quels que soient les indices a, p, . . . , X. Réciproquement, 
si toutes ces relations ont lieu, on aura 

dyXij X%j • . • f ^m> • • . ^rt) 

^m+iî • • -î^rt désignant des constantes; il existera donc une 
relation entre w^, W27 • • -i Un et des constantes, c'est-à-dire 
entre 2^1, 2^2; * * * ? ^m* 

c. Q. F. D. 



VI. — Sur un théorème de Jacobi. 

Dans son Mémoire Sur les déterminants fonctionne Is y déjà 
cité, Jacobi est parvenu à mettre sous une forme remarquable 
le déterminant de plusieurs fonctions ; cette forme a d'ailleurs 
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été Utilisée par lui dans une circonstance importante. Voici 
comment on y parvient : 

Soient Ui, u^^ ..-, Un /i fonctions des variables x^^x^^ .,.^Xn 
indépendantes; imaginons que Ton ait exprimé u^ en ibnc- 
lion de x^^x^^ . . ., ^^ ; M2en fonction de W|, x^j ^3, - . . , ^/i; 
Mj en fonction de 2/| , ^2} ^3? • • • , -37/2, etc. ; enfin Un en fonc- 
tion de W|,M2j . . ., Un-Kt^n't nous représenterons par un d 
les dérivées prises dans les hypothèses dont nous venons de 
parler, en réservant le d pour représenter les dérivées prises 
en regardant x^ , x^^ . . . , ^« comme seules variables indépen- 
dantes. 

On a 



et ensuite 



dxi du\ oxi 

dU(n du^ duf du\ 



dxi dxi dui dxi 



mais, -r-^, — -'> '" étant remplacés par leurs valeurs (i), il 

VMI/J OX^ 

vient 

, X dui dui dui âu^ du^ du^ dui 

dxi dui dx% âx2 dx^ dui dx% 

et ensuite 

àui duz du\ duz duz du^ dui du-x f)u% 

àxy du\ dxi dxz dx^ dui âx^ du% dx^ 



y 



àux dui ^ j A àuz dui , j ^ • ^ 

or -— = -— -î , et de même ^ — = -t— > car ces deux dérivées 
oxi dxi 0x3 dx-i 

sont prises en faisant seulement varier ;r3, U\ ne variant pas 
et par suite n'étant pas fonction de ;r3 ; on a donc 

/D\ ^^% du:i du\ âus du^ duz dui du^ du^ 

àxi dui dxi dx^ dx^ du^ dx^ du^ du^ 

fin • 

H résulte de là que le déterminant des dérivées -t-^> ou 

* OXj 
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*' -^^ — ~ y est le produit de deux autres : 



du\ 



o 



dxi 

dux duf 
dx% dx^ 



du\ dun 

CLX fi CLX fi 



O 



o 



o 



du,i 

dXn 



I 








du^ 
dui 


I 





dufi 


du^ 


T 








dui du% 



• • • • • • 



dUn dUn 

dux dUi 



c'est-à-dire, en effectuant, 



d(ui,Utf ..., Un) dux du^ dU:i 



dUn 



d{Xi, a7î, . . . , Xn) ~ dXi dXi dXi " ' dXn 



VIL — Définition des fonctions implicites. 

On appelle fonction implicite toute fonction définie par 
une ou plusieurs équations non résolues; ainsi, si Ton pose 

/(x, y) = o, 

on pourra en général en conclure que^ est une fonction de x^ 
si cette équation admet une solution, et alors y sera une 
fonction implicite de x. 
Si les équations 

admettent pour différentes valeurs de x des solutions /<? 
JK27 • • • ,JK/2j ces solutions seront en général des fonctions de ;r 
dites implicites. 



VIII. — Dérivées et différentielles des fonctions implicites définids 

par une seule équation. 

Théobème. — Soit f{x^y) une fonction continue dexei 
de y pour les valeurs de ces variables voisines de Xq ety^i 
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ainsi que ses dérivées ^ = /< , -j^ =y2> l'équation 

supposée satisfaite pour x^r-z Xq, y ^-.y^^ définira une 
fonction y implicite de x^ qui, pour x ^^ Xq, sera continue 
et aura une dérivée bien déterminée pourvu quef^i^x^^ yo) 
ne soit pas nul. 

En effet, soit k une quantité très petite et positive; on 
aura 

/(^o, yo -H ^) =/(a?o,ro) -+- kfi{xo,yo -H A:), 

8 désignant un nombre compris entre o et i, et, comme 
/(^ojJKo) est nul par hypothèse, on aura 

/(a?o,ro -+- ^) = ^2(^0,70 -+- ô^), 

de même 

/(^o,7o — ^) = — ^2(^0,70— ^'^); 

si k est assez petit, /2(^oi JKo + 9A-) et /2(^o> JKo — 9' A") 
seront de mêmes signes que /^{xq^ y^)^ qui n'est pas nul; 
donc, en vertu des deux formules précédentes, f(xo^ y^ + k) 
^^/(^o>^o — ^) seront de signes contraires. Mais on peut 
maintenant prendre h assez petit pour que /{xq 4- A, ^o — ^) 
soîtde même signe que/(;ro,j'o — ^)> et que/(a:o-f-A,jKo-J-^) 
soit de même signe que/(^OîJKo + k) ; alors/(a7o+/i,^o — ^) 
et/(j:o + A,jKo + A") seront de signes contraires, et il y 
aura une valeur A*! , comprise entre + A* et — Ar, telle que 

donc, à un accroissement h suffisamment petit A de ;r cor- 
respondra un accroissement aussi petit que l'on voudra dej^. 
Cela posé, en admettant, ce qui est permis maintenant, que 
A et A soient infiniment petits, on aura 

/(xo + A, 7o -^ A) = o, 

ou, en observant que/(a:o,jKo) = o en vertu de la formule 
de Taylor, 

^/i(^oH-QA,7o-l-^A)-4- A/2(a:o-h6A,7o-H-QA) = o. 
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On tire de là 

faisant tendre h et k vers zéro, si /^(^o» JKo) n'est pas nul, 

on a 

,. k f^(.x^,yn) dy 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — On aurait pu arriver plus directement au 
résultat précédent si l'on avait su à l'avance que y avait une 
dérivée ; il suffisait pour cela d'observer que l'équation 

a lieu identiquement quand y y est remplacé par sa valeur 
en X déduite de cette équation même qui sert à le définir; en 
différentiant alors cette équation identique et en considérant/ 
comme fonction composée de x etjK? on a 





dx ' dy dx * 


d'où l'on tire 




^ 


dr àf _df_ 
dx dx * dy* 



ce qui s'accorde avec le résultat obtenu tout à l'heure. 
Nous n'avons pas à examiner ce qui arrive quand j- ou 

/2(^o, JKo) est nul, parce que -p ne saurait être nul qu'acci- 

df . . 

dentellement; si en effet -^ était toujours nul,/ ne contien- 
drait pasj>^, et/= o ne saurait définir une fonction de/; k 

cas où ^ = o doit être considéré comme un cas limite, et l'on 
dy ' 

peut dire quejK a alors une dérivée infinie. 
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IX. — DéiîTées et différentielles des fonctions implicites définies 

par plusieurs équations. 

Théorème. — *S'oteAi^(p(^,jKi, ..., jrt),'/(^, Jo ---J/i)? -.-^ 
'!^{^,yiy ... ^ y n) n fonctions continues de ^,JK|,^2? •••î^// 
dans le voisinage des valeurs particulières des variables 
x=z x^^ y^=z y^^y " ",yn =ylj ainsi que leurs dérivées re- 
latives à ces variables; les équations supposées satisfaites 
pour x=x'^,y^ =--y\, ..., 

définissent des fonctions y ^ , jK2î "-lyn implicites, mais con- 
tinues de x^ possédant des dérivées bien déterminées 
pourvu que Von n^ ait pas 

^(cp.y J^) _ 

Pour démontrer ce théorème, déjà établi dans le cas d'une 
seule équation, nous admettrons qu'il a lieu pour n — i fonc- 
tions définies par n — i équations, et nous retendrons au 
cas où l'on considère n fonctions définies par n équations. 
Si alors des n — i dernières équations (i) on tirejK2?JK3î '-'i yu 
pour les porter dans cp = o, (p deviendra une fonction continue 
de X possédant une dérivée, puisque Ton a admis que 
y^i y^t '•"> yrt tirés àe n — i équations étaient fonctions 
continues de x^ et pour la même raison àe y^ ; de plus, ces 
fonctions possèdent des dérivées. 

En considérant l'équation cp •= o à ce point de vue, la fonc- 
tion cp sera fonction composée de x et de j^, et l'on en dé- 
duira la dérivée de y, par le procédé indiqué au paragraphe 
précédent, c'est-à-dire que l'on différentiera o) = o, et l'on aura 



\dx) \àyx/ dx 



= o, 



les parenthèses indiquant qu'il s'agit de dérivées totales prises 
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dfi 



or on a 



en faisant varier ^2» ^35 .... La dérivée —^ ne pourrait ces- 
ser d'exister que si l'on avait (t^ ) =0; 

mais les équations ^ = o,. . ., t}i = o difierentiées par rapport 
à y^ donnent 



1 1% /i. . ày^ dy^ dy» 

on tire de la, en éliminant -'^ >/-)...) : > 

donc [-7-^ j ne saurait être nul, sans quoi le déterminant fonc- 
tionnel suivant serait nul, ce qui est contraire à nos hypo- 
thèses. 

Quoi qu'il en soit, ce déterminant pourra être accidentel- 
lement nul, et -J-* sera alors infini, ou indéterminé. 

L'existence de la dérivée étant établie, on la trouvera comme 
il suit : on différentiera les équations (i), en considérant 
<p, ^, . . ., A comme des fonctions composées de x identique- 
ment nulles, et alors on aura 

—- û&r -h -^ dvi H- ... -h -T-i- dvn = o, 
àx âyi *^' dyn "^ 

, -fi dx -^, ^ dyi -4- ... -h -r^ dvn = o, 

(2) / àx yi -^^ dyn -^ 



■^ dx-\- j-^ dyi-\- . ,, -{- -r^ dyn = o ; 
àx dyi -^^ &yn '^ 
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on en déduit les valeurs de -j^y -~^ y •••; ainsi l'on a, par 
exemple, • 

dyi ^ _ à{^2jLLiiiiïl. ' ^(?>X 4^) 

En différentianl encore les équations (2), on introduirait 
les quantités rf^jKi, û?2jK2î • • •? ^^JK/i et Ton aurait n nouvelles 
équalions pour déterminer ces différentielles en fonction de 

dji^^y^y '-> ^yn\ etc. 

X. — Caractère des solntions mnltiples. 
Considérons un système d'équations 

(l) <pi(a7i, 372, ...,a7„, «) =0, T2=<^> •••» ?/i = 

entre /2 inconnues, contenantun paramètre variable t\ suppo- 
sonsces équations satisfaites pour :r< = $,, ^^2 == $2» .. ., ^ =t. 
Quand on changera t en t -|- 8^, Çi^ $2» • • • deviendront 

^1 + 5xi, ^2 + 8^2 > • • •» et l'on aura 

®/(Çl -1- ^^* • • • , Ç2 + S^2> • • • ) T -+- 8^ =0, 

ou, en vertu de la formule de Taylor, 

(2) -îf S:ri + ^-î^ 8^2 -^ • . . + 4^ S« H- e/ = o, 

£ désignant des termes du second ordre. Si l'on divise par 8^ 
et si l'on fait 8^ = o, ces équations fourniront les dérivées 
x^^ x[,^ ... de ^1, ^27 • • • relatives à t pour ^ = t, el, en po- 
sant 



on aura 



L <^?/ à^i J 

Cela n'aura plus lieu si A = o. Supposons donc que A = o 
L. — Traité d'Analyse, I. 11 
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sans autre condition; en multipliant (2) par — r— , en faisant 
i z= 1 , 2, 3, ... et ajoutant les résultats, on a 



ï($«— )-4;($»—) 



-f- . . . = o. 



(3) ,J..-. . , 

1° En général, le coefficient de 5^ est différent de zéro; 
alors 8^ est du même ordre que les carrés et les produits de 
8j?i, 0^2) • • •'» l'équation (3) peut remplacer Tune des équa- 
tions (2); de 71 — I de ces équations on pourra tirer Sjc2î 
0x3, ..., 8^/î en fonction de 8^|, et, en portant ces valeurs 
dans (3), cette équation, en négligeant les termes du troisième 
ordre, fera connaître deux petites valeurs de 8^^, en fonction 

de 8/, ou plutôt deux valeurs des rapports --r= pour 8^ = o; 

donc, quand on aura A = o, deux solutions des équations (i) 
seront venues en général se confondre en une seule, ou en 
une solution double des équations (i). 

2° Le coefficient de 8^ dans (3) pourra être nul; tout se 
passera comme auparavant, à cela près que les 8^ seront de 
Tordre de 8^. 

Maintenant, si A est nul ainsi que ses mineurs du premier 
ordre, on pourra des n — 2 premières équations (2) tirer 
8x3, 8^j, . . . , 8^rt en fonction de 8j?< et 8^:21 en les consi- 
dérant comme équations du premier degré, et porter leurs 
valeurs dans les équations obtenues en ajoutant (2) après les 
avoir multipliées par les déterminants mineurs du second ordre 
de A qui éliminent les hx. Les rapports 

seront alors racines d'équations que l'on pourra, pour de très 
petites valeurs de 8f, réduire au second degré. En continuant 
le raisonnement, on voit que A = o est l'indice que plusieurs 
solutions sont venues se confondre : il y a solution multiple. 
C'est ce qui explique pourquoi la méthode des fonctions 
implicites tombe en défaut. 
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XI. — Sur les déterminants des fonctions implicites. 

Considérons les équations 

/l = Oj /2 = 0, ..., /rt = 0, 

entre les variables ^< , JK2? • • • > J^w ^l ^« ? -^^o, . . . , :r„; au lieu de 
calculer séparément les j-^ ? on peut se proposer de calculer le 
déterminant 

OyX\^ Xij • • • ; '^n) 

Pour y parvenir, on difierentie Téquation //= o par rap- 
port à X, et Ton a 

àfi , àfi dyi dfi dyn_ , , àfi dj„ 



dxj dyi dxj dy% dxj dy^ dxj 

d'où l'on tire 

dxj âyi dxj ôy^ dXj '" dyn àxj 

Cette équation et les analogues montrent, par l'application 
de la règle de la multiplication des déterminants, que l'on a 

/ ^^» ^(/i>/î> '"^ fn) ^ à(fufî, .>.,fn) àjyi.yj, ..., j^) ^ 
â{xi, Xz, ..., Xn) àiyijyt, ...,.r») ^i^u ^2, ..., ^/i)' 

d'où l'on tire 

à(Xi,Xi, ...yXn) Ô{Xi,Xi, ...,Xn)' «^(jl, ^2 j • • • > 7« ) ' 

formule analogue à celle qui fournit la dérivée de la fonction 
y définie par l'équation unique 

XII. — Formule de Lagrange. 

Nous allons appliquer les considérations précédentes à la 
démonstration d'une formule célèbre donnée par Lagrange. 
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Cette formule a pour but de fournir les éléments du calcul 
d'une racine de l'équation 

(i) z^x-\-tf{z\ 

dans laquelle z est l'inconnue. Pour trouver la racine Zy on 
peut la développer par la formule de Taylor, en la considé- 
rant comme une fonction implicite de t. On a 

cette équation donne 

l'W dz__ _J{z)_ 

^^ dt - i-tfiz)' 

En différentiant encore l'équation (2), on introduirait --^-^ 

que l'on pourrait calculer; mais en continuant ainsi il paraît 
difficile d'obtenir la loi de formation des dérivées de z ; on 
obtient une formule plus élégante en introduisant dans la 
question, comme l'a fait Lagrange, les dérivées de z relatives 
à X. En différentiant (i) par rapport kx^ on a 

dz -,. , dz 

ou 

dz T 



dx \ — tJ\zy 
la comparaison de cette formule avec (3) donne 

de sorte que, pour différentier z relativement à t^ on peut se 
borner à différentier par rapport à ^ et à multiplier le résultat 
par /(-s). Cette formule peut se généraliser et il est facile de 
voir que 

ce qui se vérifie en effectuant les différentialions indiquées. 

On a en effet 

., .dz dz , , d^z 



1 
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pour la valeur de chacun des deux membres de la formule 
précédente. En appliquant cette remarque à l'équation (4), 
on a 

En différentiant de nouveau, on a 



d^z 
dt^ 



d d\ ^. .dz^X d^ f-,, .dz-\ 
= -^dt[^^^^dird^V^^^di\ 



et enfin 

(^^ -dF-d^\^''^^^diV 

Pour f = o, cette formule devient 

La formule de Taylor donne alors 
(6). = .+ ./(.)+^^t/«(-)] + -|3^[/.(.)]-H...; 
bien entendu, cette formule doit être complétée par le reste 



1.2. .. /i cfcr'*-* 



[/■(^) §] 



OÙ Ton doit remplacer t par 0^. Quoi qu'il en soit, il ne sera 
pas nécessaire en général de calculer ce reste, et, si t est petit, 
on pourra faire usage des termes de la formule (6), sauf à 
vérifier que l'équation ( i ) est satisfaite. 

Si l'on appliquait la méthode d'approximation de Newton 
à l'équation (i), en prenant x pour première valeur approchée 

de^jOn aurait pour terme de correction _}fi! >. > ou, ensup- 
posant t très petit, 
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OU enfin 

z dx 



</(^)+T:è/'(^) + --- 



Employer la formule de Newton, c'est donc employer les 
deux premiers termes de la formule (6). 

La formule (6) n'est qu'un cas particulier de la formule de 
Lagrange, qui donne le développement d'une fonction quel- 
conque n(>s) de la racine. 

On trouve cette formule en calculant -y— n(^); on a, en 

ayant égard à (4), 

dt ^ ^ dt ^ ^ dx-^^ ^' 



dt^ 






et, en général, 

dt" ^«-» L '^ dx\ 

Pour f = o, on a 

la formule de Maclaurin donne alors 

U{z) = U{x) + t[U'(x)/(x)] -h -j^ ^ [U\x)p(x)] + . . . . 

Nous retrouverons ces formules plus loin en leur donnant 
une. précision plus grande. Nous n'en ferons pas d'applica- 
tions^en ce moment, notre but ayant été de donner surtout 
un bei exemple de différentiation des fonctions implicites. 
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EXERCICES ET NOTES. 



1. Si Ton 



pose 



Xi = cos<p,, 

X2 = sincpi coscps) 

x^ = sincpi sincpî coscps, 

> 

Xn = sincpi sincpî . . . sincp/j_i coscp,,, 



on aura 



( Jacobi. ) 



2. Si l'on a 



Xi 



Xi 



X 



n 



ai -h Al a2-hXi *" a,i-^\i 

X\ X2 '^ n 



«i -+- X2 ai-\-\i "' afi-hli 



= I, 



= I, 



Xi 



.Tn 



II 



= I, 



on aura 



«1 -H X,i «2 -^ ^W< ' ' ' «;.• H- ) /j 

(^(:ri,^.2, . . .,^„) _ A A 
(/(Ai, A21 • • • > X//) '' 

A désignant le produit des différences que l'on peut former avec les 
quantités a, A le produit des différences que l'on peut former avec 
les quantités X, et P le produit des quantités a/ -f- Xy. 

3. Si l'on pose 

a? = rtÊ cosiJ/sinÔ, j^ = 6£sini|; sinS, -s = c£C0s6, 



on a 



d(Xyy,z) , . . 

.) ft , : =a6ce sine. 



4. Si Ton a 



^1 a?2 

â^i <iâ7j 



dXa 



d^'^Xi d^-^Xi ... d^-^x,t 



o, 
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on a nécessairement, entre Xi, x^, , . .,Xn, une relation de la forme 

«1 ^1 -+- «2 J'î -h . . . -+- ClfiX/i = O, 

ai,af, , . .,an désignant des constantes. 

5. Trouver les dérivées des fonctions j^ijj^j, ... données par les 
formules 

7i -^J'i -+-... -+-7« = ar, 



7Î-^7'2-^---+7« = ^'*- 



6. Trouver les dérivées de 7 et -3 données par les formules 

v^ -h zy = X. 

X - y -\- z =: i , 



CHAPITRE Vni. 



DES FONCTIONS DE VARIABLES IMAGINAIRES. 

LEURS DÉRIVÉES ET LEURS DIFFÉRENTIELLES. 



I. — Définition précise d'une fonction de yariable imaginaire. 



Soient z=i x-^-ys^ — i une variable imaginaire, X et Y 
deux fondions de x ety^ X + Y y/ — i sera une fonction de 
^-hy^ — * î toutefois, on ne considère en Analyse que les 
fonctions ayant une dérivée bien déterminée. Cauchy ap- 
pelait ces fonctions monogènes. Pour que la fonction 
X+Yy/— i admette une dérivée bien déterminée, il faut 
que les fonction^ X et Y satisfassent à certaines conditions 
que nous allons chercher. 

La dérivée de X + Y y/ — i est la limite du rapport de 
l'accroissement de X -|- Y y/ — i à l'accroissement correspon- 
dant dx-{-dy ^ — i de sa variable, quand dx et dy tendent 
vers zéro. La dérivée cherchée peut donc se mettre sous la 
forme 

,. AX-hAYv/^ , , 

lim pour dx = o, dy-=-o, 

dx -\- dy / — I 

Si Ton néglige des termes du second ordre, on trouve pour 
cette limite 

_— -, 

dx -\- dy ^ — I 
ou 

-dx-^-^dy-^s/^ii^-dx-^-dy) 

dx -\- dy sj — I 

Cette dérivée dépend du rapport -^ et par suite elle est indé- 
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terminée en général. Pour qu'elle ne soit pas indéterminée, 
ou pour qu'elle ne dépende plus du rapport ^> il faut et il 
suffit que 



ou que Ton ait à la fois en égalant les parties réelles et les 
coefficients de \l — i 

' dx dy^ dy àx 

Telles sont les relations nécessaires et suffisantes pour que 
X + Yy/ — I ait une dérivée; dans ce cas, d'ailleurs, la 
dérivée est égale à Tune quelconque des deux expressions 

plus généralement la dérivée est égale à 

^dx^^dy^s/-^{^dx^^dy) 

. > 

dx -h dy si — I 

quel que soit le rapport -~* On peut donc supposer j' et x 
fonctions de ^ et dire que la dérivée est égale à 

dx dy '^ ^ \dx dy '^ 

> 



X 



'+7V- 



x^ et y désignant les dérivées de x eiy relatives à ^, ce que 
l'on peut écrire 

d\ d\ , — 



IL — Calcul de quelques dérivées. 

Les règles données pour prendre les dérivées d'une somme 
d'un produit, d'un quotient d'une puissance, d'une fonction 
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de fonction, quand la variable est réelle, s'appliquent au cas 
où la variable est imaginaire ; les démonstrations que nous 
avons données ne supposent nullement la variable réelle : elles 
supposent seulement que les dérivées des fonctions sur les- 
quelles on raisonne existent, à l'exception de la dérivée 
cherchée. 

Nous aurons à revenir sur la dérivée des fonctions com- 
posées et sur celle des fonctions e^, sinx, cos^c et log.r. 

On a 

pjT+vsCî _ ^j:(cos^ -h y/— I sin^), 

= e^+rv^ (dx -4- dj /^) : 



on a donc, quel que soit -^-^ 



dx 



dx-\-dy v/ — 1 



— QX^yM-\ . 



Donc la dérivée de e-^est e^ lors même que x est imaginaire. 
On a 

log(x-i-/ /— 1)= log v/j72 -t-j'2_4_ arctang - s/ — 1, 

X 

A\r.„( . / \ xdx-^ydy xdy — ydx , 

x^-^y^ x^-hy^ 

_ {dx -^ dy s/ — i) {x—y s/ — \) _dx-^dy \J — i . 

Àr. d\ooix-\-y 1/ — I ) • -k , \ -i dy 1 

ûonc — ^-^ ; ' est indépendant de -r- et a pour valeur 

dx-^dyyP^\ ^ dx ^ 



X -hy \J — I 
Pourtrouver la dérivée de cosj?, on observe que 



cos^ = ; 



par suite, 

dQ,Q%x e^^ — e-^^ / 

— = — = i/ — I = — sinr. 

dx 2 
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On trouverait d'une façon analogue la dérivée de sinjc, de 
tang^, ... qui sont monogènes. On en déduira facilement 
celles des fonctions inverses, arcsin^r, arccos^, .... 

Quoique la fonction a^ soit peu usitée, si l'on veut en 
prendre la dérivée, on l'écrira sous la forme e^*°5« et sa dé- 
rivée sera logae^*"^'* ou a^loga. 

La dérivée de x^ se déduit immédiatement de celle de 
logx, comme dans le cas où la variable x est réelle. 

Avant de chercher la dérivée d'une fonction composée, 
nous reprendrons la formule de Taylor et nous essayerons 
de la démontrer pour le cas où la variable est imaginaire. 



III. — Formule de Taylor. 

La formule de Taylor s'applique aux fonctions de va- 
riables imaginaires, lorsqu'on les suppose mono gènes. Soit 
X-i- Yy/ — I une fonction monogène; sa dérivée 

6^(X-hYv/^ 
étant indépendante du rapport j-> peut être remplacée par 

d{X H- Y v/~) ^ dx^dyy/^^ 
dt ' dt ' 

t désignant un paramètre quelconque, dont x ^X. y seront 
des fonctions arbitraires ; si l'on prend ^ = a?, on a pour 
dérivée 

1 ^ — I. 

dx âx 

Il est facile de voir que celte dérivée est encore monogène: 
en effet, on a identiquement 

dx\ôx ) ~~ dy\dx)^ 
dy\dx)~' dx\dx/^ 
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ce dont on s'assure en remplaçant -r- par son égal j- et 

-j- par — T'y ^^ résulte de là que les dérivées successives 

d'une fonction monogène sont toutes uniques et bien dé- 
terminées. 

Cela posé, observons encore que, si Ton veut prendre la 
dérivée de/{z) = f(^x-\-y y/ — i ) = X + Y y/ — i par rapport 
à un paramètre t dont ^ et^ soient fonctions, on aura 

df _ d(\-^Y\r^i) _ ^(X-+-Yv/^) d(.T-hyK/'~i) ^ 
dt~ dt ~ d{x-\-y^J^^\) à^ 

ou 

Cela posé, proposons-nous de développer la fonction /(:?) 

suivant les puissances ascendantes de z. Posons z = re^^"^ 
et 

Les fonctions <p et ^ pouvant d'ailleurs contenir 0, que nous 
ne mettons pas en évidence pour ne pas compliquer l'écriture, 
nous aurons 

(/(^)=cp(o)-4-rcp^(o) + ...H- 7 „ ?^(>^/-) 

( -H/=7|^^(o)-4-/'^'(o)-f-...-l- — -^1— ^/i(jxr)J, 

X et [JL désignant des nombres compris entre o et i. Cette 
formule suppose seulement l'existence des n premières déri- 
vées Atfl^z) pour 5 = o et dans le voisinage de cette valeur. 
Or, on a 



<p''(/')-hv/^t^"(r) = /«(reOv^)e«Ov^; 
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portant ces valeurs dans (i), on a 

ce qui peut s'écrire 

(3) { 

I .2.3. . .n 



^_„e\/-i[çpn(Xr)-f-/— i<^'»((jLr)]. 



Cela posé, soit R„ la plus grande valeur que puisse prendre 
le module dc/"{z) ou de /''{z)enW^i (ce qui est la même 
chose) quand le module de z varie de o à r, soit 

on aura, en vertu de (2), 

donc 

cp'»(r)= pcos(a-i- n6), 

i}^«(r)= p sin(a -h n6); 
donc 

?«(|/')lRn, '>«(/•)< R„, 

et par suite aussi 

cp«(Xr)<Rn, 4^«(:xr)<R„, 
donc enfin 

v/[?p«(Xr)]* H- [<}/«( jxr)]» ou mod[cp«(Xr)-H/^<>«(|jLr)]<R«/2, 
et la formule (3) peut s'écrire 

a) i 

5 R«V2e, 

R;i désignant le module maximum de/"(^) quand le module 
de la variable reste inférieur ou égal à celui de ;5 et e désignant 
une imaginaire dont le module est au plus égal à i. 
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Posons /(5)= F(x + ;5) el la formule (/J) donnera 
F(x -hz)= F{x) -h zF'(x)^.. . 

Z^~^ Z^ /- 

H W^ F«-1(X) H R„ /2£, 

I.2.3...(/i — I) I.'2.i.../l 

R„ désignant le module maximum de F(j: + z) quand la 
variable z conserve un module inférieur à celui qu'elle prend 
dans la formule précédente, ou, si Ton veut, 

Rfl désignant le module maximum de F" quand la va- 
riable z reste dans un cercle décrit du point x comme 
centre avec le module de z pour rayon. 

En particulier, on a 

(5) ¥(x -\- z)= Y{x)-^ zï{it/i. 

Si donc V{z) est nul dans un cercle décrit du point x 
comme centre avec un rayon quelconque, R| sera nul et 
Y[x-\- z) sera égal à F(^), ce que l'on savait. Mais, récipro- 
quement, 

Si la dérivée F'(z) d'une/onction est nulle à V intérieur 
d^un cercle décrit du point x comme centre avec un rayon 
/*, la fonction F{z) sera constante dans ce cercle. 

En effet, R, sera nul et la formule (5) donnera 

F(x4-5)=F(:r); 

il résulte de là que deux fonctions monogènes qui à l^inté- 
rieur d'un contour donné ont la même dérivée ne peuvent 
différer que par une constante j puisque leur différence a 
sa dérivée toujours nulle. 

La formule de Taylor une fois établie et réduite à 
ses deux premiers termes permettra de retrouver la valeur 
de la dérivée d'une fonction composée dans le cas où la 
variable est imaginaire. Il n'y a rien à changer à la démons- 
tration que l'on a fajte en supposant la variable réelle, et il 
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faut toujours supposer que les dérivées des fonctions com- 
posantes sont bien déterminées. 

Il reste à examiner les dérivées des fonctions implicites. 
Soit z = X -f- y y/ — i et ?/ = X -f- Yy/ — i une fonction de 
z définie par l'équation 

Cette équation équivaut à deux équations telles que 



(0 




( ?(^,rjX,Y) = o, 




1 ^(a:,7,X,Y)-o, 


où l'on a 




/-T-^'t/ i; 


de (i) l'on tire 








dX 


<^(?» +) . <^(?, +) 




dx 


d(a;,Y)-d(X,Y)' 




d\ 


()(«p, tj^) ^ (^(<p, ^)^ 




ày 


- d{X,y)' d{X,\y 



mais, si la fonction y* est monogène par rapport à w et à -s, 

on a 

d^ d^ d^ d^ do â^ d^ d(^ 



dx ây' d\ dY' dY ~ dX' dx ~ dy' 



donc 



(^(cp, i\>) d^ d^ d^ d^ d^ d'^ d^ d^ 
d(x,Y) ^dxdY~dYdx^dydX~dKdy 

- d(y,X) d{X,yy 

donc enfin 

dX _dY 

dx dy 
On verrait de même que 

àX _ _àY 
dy dx 

La fonction X + y/ — i Y est donc monogène. L'existence de 
sa dérivée étant établie, on la trouvera comme dans le cas où 
la variable est réelle, lorsque l'on sait que la dérivée existe. 
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IV. — Différentielles des fonctions de variables imaginaires. 

La différentielle d'une variable imaginaire sera le produit 
de la dérivée de celte fonction par l'accroissement ou diffé- 
rentielle de sa variable. La définition de la dérivée d'une 
fonction imaginaire ayant été bien précisée, il ne peut y 
avoir aucune difficulté pour concevoir la notion des dérivées 
et des différentielles des différents ordres non plus que la 
notion de différentielle totale. 
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CHAPITRE IX. 



CHANGEMENT DE VARIABLES. 



I. — Changement de variable dans les fonctions d'une seule variable 

indépendante. 

Le problème appelé changement de variable a pour but, 
étant donnée une expression contenant des fonctions, leurs 
variables et leurs dérivées, de calculer la même expression à 
l'aide de nouvelles fonctions, de nouvelles variables et des 
dérivées de ces nouvelles fonctions, les nouvelles fonctions 
et les nouvelles variables étant liées aux anciennes par le 
moyen d'un nombre suffisant d'équations données. 

On a souvent besoin de résoudre ce problème en Géométrie 
quand, ayant l'expression d'une ligne en coordonnées rectan- 
gulaires, par exemple, on veut en obtenir l'expression dans 
un autre système de coordonnées rectilignes ou polaires. Mais 
le Calcul intégral surtout nous fournira de nombreux exem- 
ples de changement de variable. 

Nous considérerons d'abord le cas où il n'existe qu'une seule 
variable indépendante. Dans ce cas, nous allons voir que l'on 
peut calculer les dérivées des anciennes fonctions à l'aide 
des nouvelles, sans qu'il soit nécessaire de connaître les rela- 
tions qui lient les fonctions à leurs variables, de sorte qu'il 
suffira d'avoir l'expression des anciennes fonctions et des 
anciennes variables en fonction des nouvelles. 

Pour résoudre la question qui nous occupe, désignons 
par X l'ancienne variable et par y l'ancienne fonction (ou 
l'une des anciennes fonctions)^ laissons la nouvelle variable 
indéterminée, afin de nous réserver la faculté de la choisir à 
la fin du calcul, et désignons-la par t ; représentons par un à 
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une différentielle prise en regardant t comme variable indé- 
pendante, en réservant le d pour le cas où x est la variable 
indépendante. 
Je dis que l'on aura 

dx dx 

Cette proposition a déjà été établie, mais, en raison de son 
importance; nous la démontrerons de nouveau. 
On a 

^y _ v' — v' /' — v' • v • 

Or/^:^^est égal ^^-t-tA le numérateur et le dénominateur 

de cette fraction sont respectivement égaux à dy et dx\ on 

a donc bien 

t \ dy ày 

Mais on n'a pas 

d'^y __ ()'r. 
'dô^ ~~ dx^' 

en effet, pour calculer -j^? différentions par rapport à x les 
deux membres de (a); la dérivée du premier membre est 
égale à -r^ » celle du second s'obtiendra en prenant sa dé- 
rivée relative à / et en la multipliant par -r- ? et cela en vertu 
du théorème des fonctions de fonctions ; ainsi 

m ^'7 _ \àxj dt ^ 

^ ^ dx^ dt dx' 

mais on a (p. 69), d'après la règle de la différentiation d'un 

quotient, 

aI ^y\ — ^^y^^ — d^xdy ^ 
\dx)~ dx^ ' 

de plus, en vertu de (2), ^ = ^-; donc (3) devient 

d^y _ à^yàx — d^xdy dt 
dx^ "" dtdx^ dx 
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OU, réductions faîtes, 

d^y d^y dx — d^x dy 



(4) 



rfar* dx^ 



Pour obtenir -T-^> on différentiera le premier membre de 

cette nouvelle équation par rapport à :r; il faudra alors dlffé- 
rentier aussi le second par rapport à ^, ou, ce qui revient au 

même, par rapport à t^ en multipliant le résultat par ;7" = j-î 

on aura ainsi 

/ d^y dx — d'^xdyX 
d^y _ \ ~dx^ / dt 

dx^ ~ àt dx 

OU, réductions faites, 

fpy ^ (J3 y ^rpk — ^iy ^2 j. ^^3 — 3 ^j;3 d^ X ô^ y -\- 3 ôx^ â^ x^ ày dt 
dx^ dx^ dt dx 

c'est-à-dire 

d^y _ d^y dx'^ — d^y d^xdx — Zdxd'^x d^y -\-^d^x'^ dy 
^^ 'dx^~~ dx^ ^' 

L'expression de -r— s'obtiendrait en différentiant encore par 

rapport à x, et ainsi de suite. 

Les formules (a), (4), (5) résolvent le problème que nous 

avions en vue, car -y-^ -y^j • • • sont calculés en fonction de 

dx dx^ 

dxy dy^ d^x^ d^y, ..., lesquels s'exprimeront en fonction 
des nouvelles variables quand on connaîtra :r et ^ en fonction 
de ces variables. 

Pour bien faire comprendre l'esprit de la méthode, nous 
l'appliquerons à un exemple : supposons que l'on ait 

(6) x = u-hi>y y = u — p, 

et que l'on désire calculer -j- et -^ en fonction de -t- et de 

*- dx dx^ dv 

-T-j; on déduira de (6) 

dx = du-\- dVf dy = du — dç, 
d^x = d^u-^ d^v, d^y = d^u — d^v. 
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Les formules (2) et (4) donneront 
(7) dy ^ du — dv ^ 

d\y _ {d^ u — d^v)(âu -{- dv)—(d^u -^ d^v)(âu ^ dv) 
dx^ ~~ i^du-\- ôvf 

ou 

^ 'dxî ~~ {âu-hàvf 

Jusqu'ici la variable indépendante t est restée indéterminée ; 
si l'on veut que i^ soit variable indépendante, on fera, 
dans (7) et(8),d2(; == o, et l'on aura (il ne faut pas oublier que 
la variable indépendante est celle pour laquelle la différen- 
tielle est constante, et la différentielle seconde nulle) 

dy _ du — ôv _/du \/du \ 
dx ~ du -h âv ^ \dç / ' \dç / ' 



d^y __ â^udç ^d^u/âu \* 

dx^ ~~ (du -\- dç)^ ~ dp* '\dv / 



Un calculateur non prévenu pourrait déduire des for- 
mules (6) 

dx = du -\- dvj 

d^y = d^u — d^v, 

et, par suite, 

d^y _ d^u — d^v 
dx^ ~~ {du-^dv)^' 

Celte formule est parfaitement exacte et la suivante aussi, 

d^y _ (d^_ \ . (du y d^ 
dx"^ ~ \d^v 7 * V ^i^ "^ 7 ^ dv^ 

mais elles ne nous apprennent rien, et Ton ne peut pas y 

faire d^v = o, puisque x est toujours variable indépendante. 

Il y a parfois avantage à conserver, dans les calculs, des 

formules où la variable indépendante reste arbitraire et n'est 

pas spécifiée; ces calculs gagnent en élégance et en symétrie, 

mais il y a alors une remarque curieuse à faire, c'est que les 

formules ne peuvent pas affecter certaines formes; ainsi, par 

exemple, l'expression 

d^y dx -\- d^x dy 
dx^ 
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ne peut pas exister isolément et représenter, quelle que soit 
la variable indépendante, une seule et même quantité. En 
effet, si Ton suppose x variable indépendante, cette expres- 
sion devient ^ ^ = -j^; si l'on change alors de variable et 
si l'on reprend l'ancienne variable indépendante arbitraire, 
on trouve —^ ^-^ — > qui ne peut pas être identique avec 

l'expression proposée ; celle-ci ne saurait donc exister pour 
une variable indépendante quelconque. 

De là un moyen de vérifier les calculs, analogue à celui 
que fournit la loi de l'homogénéité en Géométrie ; on voit en 
effet que', si aucune variable de la question que l'on traite 
n'a été prise pour variable indépendante, les formules affec- 
teront une forme spéciale, telle que, quand on y fera d^x^ 
d^x^ . . . = o, par exemple, on devra retomber sur ces for- 
mules en faisant le changement de variable le plus général. 
Cherchons encore ce que devient l'expression 



3 



(9) R =-('-/')* 



y' 



que l'on rencontre fréquemment en Géométrie, et où j^' = -j-i 

y^= -r^y quand on y fait 

(lo) iP = rcos6, j' = rsin6, 

et que l'on prend 8 pour variable indépendante; il faut alors 
supposer rf^O = o. 

Pour faire le changement de variable, on doit d'abord 
exprimer^' et y^ au moyen des différentielles dx, dy^ d^x^ 
d^y prises par rapport à une variable indépendante quel- 
conque, qui sera plus tard 8; les formules (a) et (4) donnent 

,_ dy v>r __ d^ydx — d^xdy 

et nous écrivons le d en italique parce qu'il n'y a plus de 
confusion possible : R devient alors 



3 



(II) ïi- (^'+^y')' 

d^y de — d'^xdy 
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Les formules (lo) donnent, en supposant d^^ = o, 

dx = dr cos6 — rsinÔû?Ô, 

dy = dr sin6 -+- r cos6 û?6, 
d^x = rf'rcosô — 2 drd% sin6 — rcos6 <i6*, 
d^y = <i* r sin 6 -h 2 drd^ cosÔ — r sinôrfô»; 

et, en portant ces valeurs dans (i i), on trouve 



R = 



(^rî-hr2^ô2)2 



— rd^rd^ -+-2d/^d^-^ r^d^^ 



Nous ferons ce calcul d'une manière plus simple dans la 
théorie géométrique de la courbure. 



II. — Du changement des variables indépendantes dans une fonction 

de plusieurs variables. 

Le problème à résoudre est celui-ci : 

Etant données la fonction de X\^ Xoj . . . , ^//, 

et une suite de relations, telles que 

permettant de calculer les x en fonction des y, ou les y en 
fonction des x, relations au nombre de n, on pourra con- 
sidérer u comme une fonction des y et poser 

on propose de calculer les dérivées de u relatives aux va- 
riables Xi, Xoj » ' - ) Xn en fonction des dérivées de u rela- 
tives aux variables jKi 1JK2) • • • ? fw 

Nous dénoterons les premières dérivées (relatives àic, . . . ,^„) 
avec la caractéristique d\ nous dénoterons les autres (rela- 
tives ky^ ,^2, • • • > yn) avec la caractéristique rf; cette manière 
de distinguer les deu3^ espèces de dérivées est tout à fait néces- 
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saire quand, parmi les variables j^, il y en a qui figurent dans 

1 • 1 • ^A^ au ^ du 

la suite J^i, ^2î • • • ? ^rtj et nous verrons bientôt que 3- ^^ ^ 

sont en général distincts. 

Cela posé, on peut regarder u comme une fonction com- 
posée dea:/;en effet, m = F(j^',, lo» •••îJ'w) et^i,^25 •••>J^« 
sont fonctions de x^, x^, . . ., Xn et en particulier de -iCi ; si 
donc on différentie u comme une fonction composée, en lais- 
sant les X constants, à l'exception de xi, on aura 

, ^ _ ^ày^ du^^ _^ du dyn 

dxi d/i dxi dyi dxi ' * ' cfyn àxi 

Cette formule résout la question pour le premier ordre ; t— 

est calculé en fonction de -7— > • • • > -r— > car les dérivées 

«7i dyn 

T^> ^ î • • • se déduisent des relations (1). 

Il y a parfois avantage à procéder différemment. En consi- 
dérant M = F(^<, ...,j?;j) comme fonction composée de^„ 

on a 

du du dxi du dx^ 
dyi " dXi dyi âx^ dyi 

Si Ton fait « = 1,2, 3, . . ., /i, on a n équations du pre- 
mier degré en -7 — > -r — ? • • • que Ton pourra résoudre par rap- 
port à ces inconnues. Cette méthode sera avantageuse quand 
les X seront donnés explicitement en fonction des y. La pre- 
mière méthode, au contraire, devra être préférée quand les 
y seront donnés en fonction des x. 

Je passe maintenant au calcul des dérivées -r — ^ — en fonc- 

*■ OXi OXj 

tion des dérivées -7 — -r— • Reprenons la formule (2) . 

du du âyi _^ du dyn 

Chaque terme du second membre peut être considéré comme 
une fonction soit simple, soit composée, de xj par les/; en 
différentiânt alors par rapport à xj et en écrivant, pour plus 
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de clarté, dans le second membre, sur une même ligne, les 
dérivées de chaque terme de (2), nous aurons 

-d^u __ d^udyi àyi d^u dy^ &y„ du d^yi 

"dz'idxj. dy\ dxi dxj '" dy\dyn àxi dxj dyi dxidxj 

-\- 

d^u dynàyx , , d^udynàyn , du d^yg 



dyndyi âxi dxj '" dy% ôxi dxy xfyn, àxiôxj 

Cette formule résout la question pour le second ordre, et 

les dérivées -r — ~- se déduiront des formules (i). On pourrait 

aussi suivre une méthode analogue à la seconde, que nous 
avons donnée pour le premier ordre. Nous ne pousserons pas 
pliis loin cette théorie qui, pour les ordres suivants, donne- 
rait des fo'rjaxules de plus en plus compliquées. Passons aux 
applications. 



III. — Première application des théories précédentes. 
Les fonctions isotropes de Ganchy. 

r 

Pour bien faire comprendre les théories exposées au para- 
graphe précédent, nous ne saurions mieux faire que de les 
appliquer à une théorie développée par Cauchy à propos de 
ses travaux sur les vibrations de Téther {Nouveaux Exer- 
cices). 

Gauchy appelle fonction isotrope une expression qui ne 
chaDge ni de forme ni de valeur, quand on fait une trans- 
formation de coordonnées en passant d'axes rectangulaires à 
d'autres axes également rectangulaires, sans changer d'ori- 
gine. Les formules de transformation en question sont 






-h 07) -H c^, 5 = ax -\-a!y-\- a'z^ 
(i) \y=a'l^b'r^-\-c't, r^^bx-^by-^fz, 

\ z = a''^-h b\ -h c"Ç, l = cx-\-c'y-^ c" z. 

Entre les neuf cosinus a, bjC\ a' , h', d ; a'', 6'', c!\ il existe 
des relations bien connues dont nous ferons usage, mais qu'il 
est inutile d'écrire. 
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Cela posé, considérons l'expression 

"" m Ht)' * m' ■ 

que Lamé appelle le paramètre différentiel du premier 
ordre de la fonction u de x^y^ z; il est facile de voir que 
cette fonction est isotrope. Faisons, en effet, le changement 
de variable (i), nous aurons 

du __ du d^ du dri du dt, ^ 
^^^ dx~ 'dlJx'^ d^dJc'^'d'^dx'' 

mais des formules (i), résolues par rapport à ^, vj, J^, on tire 



^=a ^=* i?=c- 
dx ^ dx ^ dx ' 



donc 



du _ du , du du 

dx d^ dr\ dl^ 

^•^> ^d-y=''l\^^ d^-^'T^' 

du „ du , „ du - du 

0-^="- âf-^* d^^" à^' 

En élevant ces formules au carré, en les ajoutant et en 
ayant égard aux relations 

a^-{-a'^-^a''^=i, ab -h- a' b' -^ a" b" = o, ..., 
on trouve 

/duY fduY /du\^ fàu\^ /du\^ / duY 

U) -^[Tr) -^[r.) =(^) ^U) -^U) ' 

la fonction U< est donc isotrope. 
Considérons encore l'expression 

que Lamé a rencontrée souvent dans ses recherches de Phy- 
sique mathématique et à laquelle il a donné le nom de para- 
mètre différentiel du second ordre de la fonction m. 
Effectuons le même changement de variable que tout à 
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rheure; à cet effet, les formules (3) donnant -r-y t-' t-j cal- 
' ' ^ ' ox oj' âz 

culons T-jy et, pour cela, différenlîons la première de ces 
formules (3) par rapport à ûc] nous aurons 

dx^-'^l d^i dx "^ d^&T^ dx "^ d^â^ âx]'^ l" y'^i"]' 

ou bien, en remplaçant t ' p' ;p P^"* leurs valeurs a, 6, c, 

T-z = o> ^— - -H o* -T— : -h c* -T-r -^loc -r — r — \-ica - — ; \-iah 



dx* dx^ dy'^ dz^ dydz dzdx dxdy 

Les valeurs de -t--t> -t-s- s'en déduisent en accentuant une 

oy^ ôz* 

fois et deux fois les lettres <2, 6, c. En ajoutant les formules 
ainsi obtenues avec celle-ci et en ayant égard aux relations 
a2+a'2-|-a''2-_ ,^ ^i ^ a' y ^ a!'b"=o^ . . ., on trouve 

d^u â^u d^u _ d^u d^u d^u 

et la fonction U2 est isotrope comme U<. 

Caucby a indiqué le moyen de former toutes les fonctions 
isotropes; nous nous bornerons ici à en signaler quelques- 
unes, ce qui constituera toute une série d'exercices sur le 
changement de variable. 

^,/, z et x^\ y^ z' étant les coordonnées de deux points 
de l'espace, les fonctions suivantes sont isotropes : 

x^-hy^-hz^, xx'-hyy'-jrzz'; 

, du ,du , du du du du 

dx ^ dy dz dx dy dz 

du du du du du du d^u d^u d^ u ^ 

dx dx' dy dy' dz dz' dx dx' dy dy dz dz' ' 

d'ailleurs, en exaihinant avec attention ces formules, le lecteur 
pourra bientôt écrire une infinité d'autres fonctions isotropes. 
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IV. — Changement de variable dans le cas où Ton change à la fois 
les fonctions et les variables indépendantes. 

Le problème du changement de variable considéré dans 
toute sa généralité peut s'énoncer ainsi : 



Etant données m -\- n relations 

entre m fonctions y t, y 21 -'-^ymde n variables X\, X2, .••> 
Xn, et m autres fonctions tji, 712, • • • ? '^m de n nouvelles 
variables Çi, ^2» • • •> 5», calculer les dérivées des y par 
rapport aux x en fonction des dérivées des tj prises par 
rapport aux Ç, et vice versa. 

Ce problème, comme on va le voir, peut se résoudre sans 
qu'il soit nécessaire de connaître les relations qui lient les 
y aux X, Au fond, il coïncide avec un problème déjà résolu, 
celui qui a pour but de faire connaître les dérivées d'une 
fonction implicite. En effet, les équations (i) peuvent être 
considérées comme définissant m + /i fonctions implicites de 
^o ^2, • . .,^/o savoir $0 Ç.>, ..., i,2etjK4, Va» •••> Jm, les vi 
étant des fonctions des Ç dont on peut supposer les dérivées 
données. Ce que l'on veut, ce sont les dérivées des j^'; ce sont 
les seules que l'on calculera; il faudra éliminer celles des ;. 

Ainsi comprise, la question est résolue par ce qui a été dit 
plus haut; on différentiera les m -j- /i équations (i) par rap- 
port à x^, x^i . . ., Xa et l'on obtiendra, en particulier, en 
différentiant // = o par rapport à Xj^ 



àxj jh^dyu,àxj j^Xp-r^^ à\^ &r^i (^$v à\yi\àxj 

On aura (/w + ai)/i équations pareilles à celle-ci, donnant 
les mn quantités -^ et les /i^ quantités -r^; ces n'^ quantités 
n'ont pas besoin d'être calculées : on pourra les éliminer, et 
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Ton aura les résultats en fonction des dérivées des ^ et des 

dérivées partielles des /dont on pourra éliminer les x et lesjK 
au moyen des formules (i). 

Si l'on différentie de nouveau les équations (2) par rapport 
k Xiy X2, • • M ^nt on introduit les dérivées secondes des r^ 
par rapport aux Ç, et l'on peut calculer les dérivées secondes 
des 5 et des y par rapport aux x ; comme on n'a pas besoin 
des dérivées des Ç, on les éliminera pour ne calculer que celles 
des^, et ainsi de suite. 

Le changement de variables, dans le cas général, conduit 
à des calculs parfois inextricables ; il convient de n'en user 
que lorsque l'on y est contraint. Nous allons nous borner à 
traiter deux exemples très simples pour faire bien saisir l'es- 
prit de la méthode. 

I** Étant données les équations 

1 t t 1 r ' f dz dz d^z d^z 

calculer les derwees p=-r-, 7=--, r= -r-r > s = -: — r- > 

^ dx ^ oy ox* axoy 

t= —— en fonction des derwees /? == -^Jj </== t^> r = -rr^, 

dy^ •' ^ d\ ^ di\ (7ç2 

1 d^ , d^t ,w . I 

^r-r-> fc = T-|; on suppose qu il existe entre les quan- 
tités a, b, c, ... les relations qui lient entre eux les neuj 
cosinus d^une transformation de coordonnées. 

DifTérentions les équations données (3) par rapport à $ et •/;, 
en considérant z comme fonction composée de $ et tj par x 
etj; nous aurons 



(4) 



dx , 


%=a-^c'p 


dx - , 
^=b + cq, 


1=^-^'^ 


dx dy 


a'-+- c>', 



P^-^9% = b'+c'g'; 
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oofj (iv d^c oY 

si, entre ces six équations, on élimine -if ^ "^ ^ Â~ ^ a^ ^^^^ ^^ 
n'a pas besoin, on trouve 

ap'-^hq'-\-c a'p'-\-b'q'-^c' 



a P -\- o q -\r c a p -{- o q -^ c 

Passons au calcul des dérivées secondes. La règle générale 
nous apprend qu'il faut différentier une seconde fois les for- 
mules (3), ce qui fournit neuf équations nouvelles. On obser- 
vera qu'on les a déjà différentiées une fois, ce qui a fourni les 
formules (4); il suffira donc de différentier celles-ci par rap- 
port à Ç et T|, ce qui, en apparence, fournit douze équations; 
mais il faut remarquer qu'une même équation peut être fournie 

deux fois ; ainsi celle qui a pour premier membre -r— ^ peut 

être obtenue en différentiant par rapport à tj celle qui a pour 

fil* to 

premier membre -^ ? ou par rapport à ç celle qui a pour pre- 

mier membre 3-- 

Entre les neuf équations distinctes que l'on obtient en dif- 
férentiant (4), et qui introduiront les inconnues nouvelles r, 
d^x d^x d^x d^y d^y d^y /t • i • 1 

*' '' W' à^V à^' ^' ^' 4' °° ^l"»'"era les s« der- 
nières et l'on aura r, 5, t en fonction de r', 5', t'. 

Mais, au lieu de recourir aux équations (4), on peut dif- 
férentier les équations (5), qui en sont des conséquences et 

dont les quantités t^f > • • • ontété éliminées, ce qui n'introduira 

pas les inconnues nouvelles -^ > • • • ; le calcul sera ainsi un 

peu plus simple et l'on aura, en différentiant par rapport à 5, 
la première équation (5), 

dx . ây _(ab''—ba")(r'q' — s'p')-hr'(ac''—ca'')-i-s'(bc''-cb') 



d\ d\ {^a" p' -^ b" q -\- c" )^ 

OU bien, en ayant égard aux relations 6'c" — db^^za^ 
b"c-'Cb'=a\ ..., 

dx dy_ c'{s'p'—r'q')—s'a'-^r'b' 
^ à\'^^ d^~ ia'p'-^ b'q' H- c"y 
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elde même, en difieren liant par rapport à tj, 



t ij 



dx_ dy _ c'{t'p'—s'q')—t'a'-^s'b 

''(hi "^*<^7) ~ {a" p' -^ b' q' -^ c' )^ 

On peut se contenter de différentier une fois la seconde 
équation (5); toutefois, en différentiant par rapport à Ç et à 7^, 
on trouve 

dx dy _ c{rq' — s'p')-\-s'a — r'b 

dx dy _ c(sq' — tp')-\-t'a — s' b 

^â^'^^&il ~ (a'p'-^-b'q'-hc')^ ' 

trois de ces quatre formules donneront r, s, t quand on y 
aura remplacé -rr> -^; -r-> -p par leurs valeurs (4). 

REMÀRQrE. — On aurait pu diriger les calculs autrement 
et différentier les équations (3) par rapport à ;r et à j^, ce 
qui aurait donné 

'^''d-x-^^d^-^'VT^-^'^Txr '"' 

»!• • f ^- à^ à^ ÔT ÔTi 

en eJimmant entre ces équations r-^ ? -r^ > -t-î > -r > on aurait eu 

'■ ox dy dx dy 

des relations entre /?, y, /?', q^ qui auraient permis de cal- 
culer deux de ces quantités en fonction des deux autres. 

En différentiant une seconde fois par rapport à x etjKj on 
aurait trouvé d'autres relations donnant /•, 5, t en fonction 
de/?', ^', /•', s\ t\ 

2*^ Etant données les relations 

f X = r sin6 cos^», 
(6) ) y = r sin6 sinij;, 

. \ z = rcos6, 

qui permettent de transformer les coordonnées ordinaires 
x^y, z d'un point en coordonnées polaires r, 6, ^, on pro- 
pose de calculer les dérivées j- =p, — = y, — = r. 
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= 5, -r-j = ^, . . . , e/i fonction de r, 0, <]> ef rfe ^s > 



CoDformément à la méthode que nous venons d'exposer, 
différentlons (6) par rapport à 9 et d< ; nous aurons 

ôû!/ dp 

-rr = -^- sin6 cos^ + rcosôcosij;, 

dx ^^ • IX I • û • I 

o^ o^ ' ^ . 

dy dr 

-^ = -3K sinO sinil -1- rcosO sind», 

dv àr 

-77 = -TT sinO sin^l -h rsinO cosd», 

dx dy àr j. . ^ 

()j7 c^)' âr f, 

• • uX uY uX OY 

on tire de là, en éliminant -^9-^9 tt et ^> les valeurs sui- 

' do au di]^ a^l^ 

vantes de p et q : 



(7) 



ou 



Dp = r-r^ sinO cosOcos^» — r-rj sin^» — r*sin*6 costj^, 

(âr . dr 

Dgr = r-r^ sinO cos6 sin^^H- rjr cos^» — r^sin^O sinij^, 

D = r-rsSin*6-H r2sin6cos6= ■ ' . - S 
d^ (7(0, <|^) 

D«(i -4-/?2 H- grî) = r« /^^ V sin^O + r^(^\\ r* sin^Ô. 

Pour obtenir les dérivées secondes de z, on peut différentier 
les équations (y) par rapport à 6 et <j^; les premiers membres 

deviennent 

dD ^/ dx dy\ 

-ds^-^^["d^-^'ir 



dD r^/ dx dy\ 

-dV-^^Y^-^'^y 



dD 

'd^ 
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en y remplaçant ^ïû ' xr ' "^ ^*' ±r P^^^ leurs valeurs (3), et /?, 

q par leurs valeurs (7), on aura des équations permettant 
de calculer r, 5, ^ (^). Il y aura, si l'on veut, une équation 
rentrant dans celle-ci en différentiant la seconde formule (4) 
par rapport à y. 

Il serait difficile de choisir des applications plus simples 
du cas où l'on change à la fois la fonction et les variables 
indépendantes. On voit que les calculs, théoriquement fort 
simples, conduisent à des résultats compliqués dès que l'on 
dépasse le premier ordre; aussi le changement de variable 
doit-il être évité quand cela est possible. 

V. — Autre méthode pour le changement de variable. 

On a proposé une autre méthode pour le changement de 
variable; elle ne diffère pas au fond de celle que nous venons 
d'indiquer, mais elle présente quelquefois des avantages dans 
les applications. 

Elle consiste à identifier deux expressions de la différen- 
tielle de la fonction que Ton soumet au changement de 
variable. 

Supposons, pour fixer les idées, que Ton veuille calculer 

les dérivées -^> -r- en fonction des dérivées -k^ -t^\ x. r, z 

étant liés à $, tj, Ç par trois équations. 
On écrira d'abord 

d'un autre côté, on a aussi 

, dz -^ dz , dz -^ 

I > /àz dz dr,\ „ /dz dz dl\ , 

(') La lettre r désigne ici à la fois le rayon vecteur et la dérivée -,— » 
mais il n'y a pas de confusion possible. 

L. — Traité d'Analyse, I. i4 



2rO CHAPITRE IX. 

Si, dans (i), on remplace dx et dy par leurs valeurs, on a 



ou 



àz V fdx dx ()Ç\ -^ [dx dx d^\ ^ ~| 
identifiant cette valeur de dz avec (2), on a 

dz dz d^ _ àz Vax dx dX^'\ dz V dy dy dl^l 
d^'^âm~dxld^'^'di, d^j'^ d^ld^~^di, â^J ^ 

d'où l'on tire -r- et ^ ou 3-? ^ en fonction les uns des 

ôx dy aç OT^ 

autres. 

La même méthode s'applique aux dérivées secondes : 00 
peut calculer d^z de deux manières. Ainsi 

,« à^^ j « à^^ I . ^^-2 , . àz ,^ dz j^ 

d^Z = -7— r dx^ -\-1 -z r- dx dy -\- -r— r OT* + v" d^ X -f- - a^V, 



mais 



Ces deux expressions peuvent se ramener toutes deux à la 

forme 

Pc?î2 _^ 2Qc?Ç dri -h Rc^Ti', 

et, en les identifiant, on a des équations d'où l'on pourra 

d^i: dn d^t /» . j d^z d^z d^z . 

tirer -rr-r 9 -^^ -r-^ en fonction de , , ? -r— , ? 3-^» ou vtce 
d^ dri c^Ç2 (h)* a^ (7/ dx^ dy^ 



versa, .... 
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VI. — Quelc[ae8 changements de variables effectnés an moyen 

d'artifices particuliers. 

Transformation de Legendre. — On pose 

u = px -\- qy — ^, 

_àz _^^ _ ^^^ _ ^^^ __ ^^^ 

dx ^ dy dx^ ôx ày dy'^ 

et Von demande de calculer p^ y, /•, 5, t en prenant pour 
Jonction u et pour variables p, q. 

On a 

du = p dx -\-qdy — dz -\- x dp -\-^y dq 

ou, en vertu de dz ^= p dx -h q dy^ 

du = X dp -\-y dq ; 

on en déduit 

du du 

dp ^ dq 

Des formules 

dp ^= r dx -h s dy, 

dq =z s dx -\- t dy, 



on lire 



donc 



tdp^sdq ^ r ^-sdp ^ 



dx d^u 



dp dp^ rt — ** 

J dx _ dy _ d^u _ — s 
dq dp dp dq rt — s^^ 

dy _ d^u _ r 
dq ~~ dq^ ~ rt — s^' 

d'où Ton peut réciproquement tirer r, s, t. 
On a 

rt — s^ * ' 

en posant 

à^ _ , d^u _ , d^u _ 
dp^ "'*' dq'^ ~"^' 'dfdq ~* 



/ . 
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donc 

t — s' t' 



^ — !75 Z77i ' * — ITÔ UT' ' * 



/ *' 



s'i — r't" s'^—r't" s'^ — r't 

w^^ 1 f àz dz d^z d^z 

E tant donnes p =z ~ , g = —y r =^ -r-i^ s =z —^ et 

■*■ ox ■* ôy ox'- oxoy 

t = -r-^> on demande de calculer les dérivées dey relatives 
à X et z. 
On a 



d'ot 



ou 



donc 



dz'= p dx -h q dy, 

dy = ^ — ^dx\ 

ày ^i ^ ^_p 
dz q dx q 



En second lieu, on a 

d^z = pd^x -\- q d'^y + r dx^ -\-2.s dx dy -^- t dy^^ 

ou, si l'on fait d^z = o, d^x = o, dy = — — - dx^ 

o = g d^y -\- r dx^ -^2S dx( dx] -h 1 1 — ■ — - dx] - 

Résolvant par rapport à d^y^ on en conclut 

ox^ q\ q q^ I 

^\^ q^ / 



âxâz 



dz^ q^ 



VII. — Sur quelques formules destinées à simplifier le changement 

de variables. 

Soient Xi , X2, . • . , ^« et jko JK2> - - "> yn deux systèmes de 
variables liées entre elles par /i équations; posons, en général, 

dyi âxi 
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11 est facile de voir que l'on n'a pas a/y bij = i ; mais, 
entre les aij et les bij, il existe une série de relations que 
nous allons faire connaître. On peut considérer j^i comme 
fonction desj^„, puisqu'il est fonction des x et que ceux-ci sont 
fonction des y. Le théorème des fonctions composées donne 

^ ou o = -^ — -^ ^ — -^ -h ^-^ — • 
àyj ôXi ôyj ôx^ àyj * ' * dx„, ôyj 

Oljyl et si l =Jf 

^ ou I = -^ — -^ -^ ^ ^ -4- ^^-L ^^ . 

dyi dXi ôfi ÔXi cfr/ ^^n àyi ' 

ces formules peuvent s'écrire 

(2) a/i h^j -^ «12 bij -...-r- ain bnj -- 

On a, d'une façon analogue, 

(3) 6y, aiy -h 6f2 «2/ ^- . . . -i- Ô/i» ««y = 

( I SI i =y. 

Telles sont les relations qui lient les dérivées des y aux déri- 
vées des X ; nous poserons 

P = 2 =^ «12 «22 . . . «««, Q = 2 ± hx\ 622 .• • ^/»«> 
et nous aurons PQ = 1 ; cela résulte de la formule 



(o si i^y), 

(i si i=y). 



o si i ^y, 



<^(^i,^2, ...,^«) <^(7i,72, ...,7«) 



I. 



Les formules précédentes ont été données pour la pre- 
mière fois par Gauchy. Nous supposerons, dans ce qui va 

suivre, 

(4) a/iO/i-f-a/2«y2-^...+ «//»«y«= o (pOUF i^j\ 

(5) a/4 -H a?2 -f-. . .+ a?rt = h}- 

Ce cas se présente souvent dans les applications ; on a alors 

(6) ^'--h\h\,,.hl=^^^ 
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D'un autre côté, 



dyn = anidxi H- ant dx^ 4- . . . -+- ann dxn, ; 
/ dxi = biidyi-^bx^dyt-^.,.-\-bxndyn, 

(8) ' 

l dxn=bn\dyi->nbn%dyt-\-,.,-^bnndyn' 

Si, pour abréger, on pose 

ai = ail Pi+ «21 Pî -^ . . • -1- «»i P/i> 

/ . / «î = «J2pl -4- «22 Pï+. • .-l-«/*2 Prt, 

J • 

art = «lnPl-l-«2/ip2 + - •.-t-«ii«P/i» 

on constate qu'en vertu de (4) et (3) on a 
mais de (9) on tire 

^1 Pi = aiiŒi -h ^12^2 H-. . .-r- ClifiCLn 
^2 P2 = «21 0^1 -H «22 «2 + • • • -t- «2/t O^/l? 

Portant ces valeurs dans (10), on trouve 

aJ-H a^H-. • •+ aj= T7 («11^1 -+- «12^2 -+-. . .)* 

A? 



"*~ T¥ («2iai-+-«223t24-... )*-+-•••' 
^2 



ce qui donne, en égalant de part et d'autre les coefficients 
des mêmes puissances et des mêmes produits des a, 



(11) au «ly -H «2/ «2y -H . . . -+- «»i ««y = O, 

(12) ■A«î/ + T?«L-+--..+ T2«««=ïî 



Â?''''"^Âf'''''^"-^Âl''' 



si alors on multiplie la première équation (7) par — ^ a\i, la 
seconde par — ^ a2/, ... et si l'on ajoute, on a 

fia 



.1 ji 
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€t, en comparant cette formule avec (8), 

<l3) "I^ = ^iJ O" ^Ji= M ^U' 

tlj 
Les équations (4) et (5) donnent 

(ï4) ^ij^li-^^uàij-h,. ,-hbnibnJ= O, 

{i5) b\j-^ b\j-^...-^blj=h]^. 

Nous poserons 

/AN A (^^y (du y /du Y 

, . _ â^u â^u d^u 

dx\ dxl dx% 

et nous nous proposerons de calculer A4 u el ^^^ en fonction 
des j. Nous avons 

du du du du 

dx^ dy^ dy^ dyn 

(18) 



du du du du 

= -s — «rti -+- 3 — ^«2 -+-... -i- 3 — o> 



dx^- dj-r""' dy^-^^'^-" ' dy^ 

Elevons au carré et ajoutons, en ayant égard à (4) et (5); 
nous obtiendrons 

et, en différentiant (18), 

â^u _ d^u 2 ^^ ^ ^^ ^^1 1 

(^37 J ()jj dyidy^ dyi dxi 

d^u _ d^u 2 d^u du da^x 

dxl àyl dyidyi dyi dxi 

Si nous ajoutons, nous aurons, en vertu de (4) et (5), 

d^u ,0 d^u ,9 d^u ,^ 

(.0) ( ^^' ^^^ ^-^^ 

(du ^ du ^ du ^ 



2l6 CHAPITRE IX. 

Calculons maintenant ^2^11'^ nous avons 






IJ 

ou, en vertu de (i3), 

ou, en vertu de (2) et (3), 

'7 









-iSl-'S-*? 



I 






Q ày^ 

La formule (20) devient alors, en la multipliant par Q, 

d^'U ,2 v^e^QA^ du 



Q^.« = Q2i^A^+2' 



ou 

(^2m ,, . du dQh^ 






OU enfin 

(.„ Q...=2^(*.Q|i). 

Application. — Supposons que Ton veuille calculer 



Si l'on pose 



d^u â^u <^*^* _ A 



X r=z r sin6 cost|;, 
;^ = r sin6 sin^», 
z = rcos6, 
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on constate que l'on a 

dx dx ây dy dz ôz 
drô5 57' c/6 ' dr ô^ ~~^^ 

dx dx dy dy dz dz _ 
dr d^ dr d'^ ' dr d^ ' 

dx dx dy dy dz dz _ 
on peut alors calculer A2 u par la formule (2 1 ), et l'on trouve 

. __ ^ à / ^du\ I d^u I d / . ^du\ 

^^~7^d?\ "dr) "^ r^sin^e dip "^ T^^^ Jô V ''^ d^ ) ' 



VIII. — Variables elliptiques. 



Considérons les équations 



**' 1 , ** 2 , , ** // 



> 






*^l "^2 *^« 



(') ^ aj-+- X2 a2 + X2 '" a,^-hX2 



î ^2 

— I 



^1 •'2?2 , , "^n 



dans lesquelles a^, «2, ... sont des nombres positifs quel- 
conques, que nous supposerons inégaux et tels que 

«1 >> «2 !> Û53 ]> . . . . 

Elles établissent n relations qui permettent de calculer les x 
en fonction des \ ou vice versa les \ en fonction des x. Les 
variables \ sont ce que Ton appelle des variables elliptiques 
ou des coordonnées elliptiques, pour une raison qui sera 
donnée plus tard. Ces coordonnées elliptiques jouent un rôle 
important en Anal^^se et en Géométrie; elles ont été décou- 
vertes par Ghasles et Jacobi ; ce dernier géomètre et surtout 
Lamé en ont fait de remarquables applications à la Méca- 
nique et à la Physique mathématique. ' 
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Nous allons d'abord montrer comment on peut résoudre 
les équations (i) par rapport à x^, X2, ... ; à cet effet, obser- 
vons que Téquation en \ 



•^l , "^i , ^n 



^ ' t \ ' t \ -i-...-t- - 1 — u 

peut être considérée comme ayant pour racines ^0)^2? • • -^ 
A/i, et toutes ces racines sont réelles et séparées par les 
nombres 

— 00, — a\f — a\, ..., — aj et -4-00. 

Pour s'en convaincre, il suffît de supposer, comme nous 
l'avons fait, 

«1 > «î > «3 > . • • > ût», 

et de substituer successivement dans le premier membre de 
l'équation (2), à la place de \ les valeurs 

— 00, — aj— e, — «J-HE, — <3t|— e, ..., — «Î-+- e, -H « , 

OÙ e est très petit. On trouve alors que ce premier membre 
prend respectivement les signes suivants : 



et, comme il est continu quand X varie de — 00 à — a], de 
— a^ à — «2, . . . , de — a,^ à 4- oo , le fait que nous avions 
avancé se trouve démontre. 

Faisons aJ-hX= u; l'équation (a) deviendra 

— ^ H f r -+-.. .— 1 = 0, 

U U -h al — a] 
OU, en chassant les dénominateurs, 

u{u-^ al— a\){u-\- a] — aJ)... 

— x\{u-hal — a\)(u — al — a\). ,. 

— x\u{u-{- al — aJ). ..(ttH-aJ — a\) = o; 

le produit Wj, Wo, . . . , Un des racines est 

±1 x\{al— a\){al— a\) . . .; 
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donc, en remplaçant w^, u^-, - . . par leurs valeurs, 

±(aî+ Xi)(aî -f- X,). . . («î -H X«) = ar* (a| — aj ) (a* — aj ). . . , 



d'où 



^2 ^ (a?-^Xi)(aî- > X0...(a»-4-X„) 



(3) \ ^2_ (al-f- X, )(af-^X,).. (af-^XJ 



xi = 



Si Ton retranche les formules (i) membre à membre, on 
trouve 



^ -f-...r=0. 



a'i-hXi aJ-HXt 

ou, réduisant au même dénominateur les termes en x\ et 
supprimant le facteur commun \ — Xa, 



v(7< Su ^ 



(aî+X0(aî + X,)'^(a^-X0"(a^^X0■^•'•"''• 



Des formules (3) on tire, en prenant les dérivées logarith- 
miques, 

.f.. 1 dxx 1 1 dxx I 

i 3 j ■ ■ , .,' ■ ■ — • ■ — ■ ■— ' - • • • • 

Xx dli aJ-i-Xi Xi âX^ aJ-hX2 
et, par suite, on a 

')xi dxi âx2 àx^ dxji àx^ 

àlx dXi ôli dli '" dli dXi 

i[ x\ x\ "1 

"2[(aî + X0(aî-r-X2)"^(ajH-X0(a|-+-X2)"^'"J' 

c'est-à-dire, en vertu de (4), 

dx\ dxi dxf âx^ dxn àxn 

et d'autres équations analogues. Les variables ^^ , 0:2, . . . , ^// 
et X|, )v2, . . ., X,j se conduisent comme les variables Xi^ 
^2j . • . , ^/i et jKo ^2? • • • ? ^/i du paragraphe précédent. En 
posant 



hf 



•1/ \àXi/ 



âxi I \ âxi I \ dXfi 
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on aura 



àXnV 



I _ /dxiY /dx^y [dXn\ 

Calculons -^; on a, en vertu de (5), 

j_ _ I r ^r . 1 

Si l'on pose 

X* x^ 

af-f-X aï -4- A "^ '^^ 

1 2 

on voit que 

A? " 4 ^X, ' 
mais W(X) s'annule pour X = X^ , )^2j • • • ^ ^/i ! donc 

YY / ^ \ (X — Xi)(X — X^)...(X — An) p 

^ ^~ "(aJ-f-X)(ai;-f-X)...(aJ-f-X) ' 

P désignant une constante; cette constante est évidemment 
égale à I , et Ton a 

I 1 (X| — Xi)(X/— Xî). ..(X/— X;,) 



A? 4 (a? r-X,)(a|-i-X,)...(aJ-hX,) 
Il est alors facile de calculer A| u et ^2^» On a 

donc 

^n\ A ,. - / \^ («î -^ h){al -4- X/). ■ .(«^-4- X,) / du Y 

(7; ^^"-^ j;^7x7^-xo(X/- XO..-(X,— X„) Vt^xJ 

(Calculons A2{^; qui est égal à 

d^ u d*u â^u 

— ,- H h ... H ; 

âxi ôx^ àXn- 

la dernière formule du paragraphe précédent donne 
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OU 

(8) 



..„,2gQ'.' El; 



du d QhJ 

"5x7 



Dans cette formule Q et hi sont fournis par la formule (6); 
on peut la simplifier en supposant X, fonction de a/ seul. On a 



_ "^ [ â^ u / âoLi\^ an f^'a,! ^ du àoL,- 



àQh} 
dl, 



si donc 3T^QA/ ne contenait pas Xi^ on aurait simplement 
or QA? esl égal à 



fi, 



fil h^ . . . fli—i fli-^i . . . rl/i 



ou, en vertu de (6), à 



li^p-')^,) Ylih^al) 



p.n 



>n 









il suffit donc de prendre 



(10) 



^^' \/(li-^a\)(\i-^a\),..[\i-^-al) 



IX. — Snr le théorème des fonctions homogènes. 

Soit f{x\^ X'i, •-., Xn) une fonction homogène et de 
degré m des variables X\ , x^^ . , . ^ Xn\ par définition, on doit 
avoir, quel que soit t, 



(0 



f{tXx, tXfy ..., tXn)= t"*f{Xx, X2, ..., Xn)^ 
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Si ron différentie cette équation par rapport à ^, on a 

àf àf df 

ou, en faisant t = i^ 

^ ' âXi ÔX2 àxn '' 

C'est dans cette équation que consiste le théorème des fonc- 
tions homogènes. Si l'on différentie encore par rapport à t 
l'équation (2) écrite ainsi : 

on trouve symboliquement 
OU, en faisant ^ = i, 

Il est clair que, l'expression qui forme le premier membre 
étant développée, on doit y remplacer -^ -J- par - — ^ ? — 
Un calcul analogue donnerait 

(4) (2âi;-^7 ~ '^C'^ — O-'-C'^ — a-^-0/- 

Ainsi, dans le cas particulier de deux variables, 

x\-T^ -f- ixxx^- — ^ \-x\ 3-^ = m(m — \)f. 

* dx^, "■ ôXi dx2 ^ dxl ^ ''' 

1 X 2 

Réciproquement, on peut prouver que, si l'équation 

àf àf df 

(3) Xx-f- -\-X2-/- -^.,,^Xn-T^ = mf 

^ \ âxi dxi âxn '' 

a lieu identiquement, la fonction / est homogène et de 
degré m. Pour le démontrer, changeons de variables et pre» 
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nons pour nouvelles variables 

nous aurons, en désignant par un d les dérivées relatives aux 
nouvelles variables, 

EL = EL -^ s^L ^ ^ _ ^L £« 

dxi dxx dyt x^ ' ' ' dyn x^ 

EL ^ jV_ ±, 

âxi dy^ ^1 



^L=ÉL±. 

ÔXn dyn Xi 



L'équation (3) devient alors 



on en tire 






df dxt 

-'- = m — -; 
f ^1 



les expressions log/et log^^ ont précisément pour différen- 

.• Il df dx\ • • • 

lielles -^ et/n — -^ ces expressions ne sauraient par suite 

différer que par une quantité indépendante de ^i, que Ton 
peut appeler logcp(jK< , jKa, . . . , 7«) ; on a donc 

log/=loga77-i-logcp(j^j, ..m7/i) 
ou 

00, si Ton veut, 

Il est clair que cette fonction / satisfait à la formule (i); elle 
est donc homogène et de degré m, c. q. r. d. 

L'équation (3) est caractéristique des fonctions homogènes; 
il n'en est pas de même des équations telles que (4)? dans 
lesquelles entrent des dérivées d'ordre supérieur, et nous 
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verrons plus loin qu'elles peuvent être satisfaites identique- 
ment quand on y remplace f par une fonction non homogène 
des variables X\^ X'^^ . . , , Xn- 
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4. Voici des formules extraites des' Éléments de Calcul infini- 
tésimal de Duhamel, et qui servent à transformer les coordon- 
nées rectangulaires en coordonnées polaires. Soient u une fonction 
de x,y, z et z = rcos6, y = rsin 6 sini};, ar = rsinô cos^)^; on trouve 

du du . -, , du cos6cosd/ du sind/ 

-T- = -^ sinO cosi}^ -h -Tft — -J-. r-^ 7 

dx dr ^ d^ r d^ rsinQ 

du du . ft . , du cosOsiniV du cosd/ 
— -j- sinO sinij; ' 



dy dr ^ db r d^ rsin 6 

du _ du ^ du sin6 

dz ~ dr d^ r 

d^u d^u . ^^ . , , r/*// cos^O sind/cofiCD d^u sin'^cos^ 

-f — y- = -r-rSin^OsinC;cosd;-i--i^T ; -—-tvt — .'• >i> - 

dxdy dr^ ^ ^ d^^ H d^^ r* sin*6 

d^u sin6 cos6 sini}^ cosi}^ d^u cos^ij» — sin^tj; 



drd^ r d^dr r 

d^n (ros^ij; — sin'd») ros6 du sin*6 sin^l» rosd; 



d^d^ r^sinô dr r 

du cos6 sinili cosil» / . ^ i \ du sin^iV — cos'«l 

db r^ \ sinO/ d^ /'^sin'O 

d^u d^u . ^ ^ , d^u sinO cos6 cosd/ 
= -7-T- sinQ coso cos«}^ — 



dxdz ~ dr^ ^ d^^ r^ 

d^u Ccosse — sinîe)cosiV _ d^u sini)^cos6 d}u^^^ 
"^ d^dr r d^ rsinO "^ d^d^ r^ 

du (sin2 6 — cos^ô^cosi^ du sin6 cos6 cos«^ 
c^ r^ dr r 

d^u d^u . t, A . , â?2j^ sin6cos6 sind» 

-j—j- = -j-r sinÔcosesini}; — -j^ ^ 

dydz dr^ ^ «6* r* 

d^u (cos2 6 — sin^eUintl d^u costlcosO d^u cosj 

~^ dbdr r *" d^ rsinô d^d^ r* 

du (sin^O — cos^ô^sinij/ du sin6 cos6 sintj' 

db r^ dr r ^ 
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d^u d^n ... ., fl?*w ros'6 cos^d/ d^u sin'd/ 

sin6 cos6 cos*4' d^u d^u sirul/costl» 

r drd^ d^dr r 

d^u siml» ccsd/ c?w cos^ô cos'd» - sin*<l 



d^d^ r-lang6 rfr r 

û?M ft /sin^d» — asin'ôcos'ilX <iM siinli cosd/ 

aô \ r*sinO / d^ r*sin*6 



dy^ 



</2 7/, sin6 cos6 sin'd/ rf*a sinJ^cos^J; 

d^dr r d^dr r 

d^u sini|^cos<i» du cos^^ s\n*^ -\- cos^^ 



d^d^ r*lang6 dr r 

du -. /cos'4' — p.sin^ôsin^tî'X c^m sin J^ cosJ^ 

fl?^// d'^u ^ â?2M sin*6 â?2j4 sinOcosO r/w sin*6 

du sin6 cos6 

i 

En faisant dans ces formules 6 = - > on obtient les formules rela- 

tives au changement des coordonnées rectangulaires en coordonnées 
polaires dans le plan ; r est alors le rayon vecteur et ^ l'angle polaire. 
Par suite, elles permettent aussi de passer des coordonnées ordi- 
naires aux coordonnées semi-polaires. 

2. Voici deux manières de transformer la quantité 

_ à^n d^u d^u 

SiTon pose a? = rcos^j'sinÔ, j^= rsin«}^sin6, -s = rcos6, on a, \k dési- 
gnant ces 6, 



_ ^ ô^{ru) I ri^u 

'""" ~r dr^ ^ Wïî'— [J.2) d^ 

En faisant tang— = eP, on a 

2 






1 â^(ru) /eP -~e-P\^/â^u â^tf\ 

3. Le changement de variable suivant est souvent employé : 

=^sec©; 

2 

L. — Traité d* Analyse, I. 1 5 
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par suite, on a 
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e^ — e 



—X 



= tango, 



gX g—X 



= sm 



?: 



c* = tang I - ^- 2 j , a? = log tang f ^ -f- ? j 



et il vient 



^7 _ ^7 



2tang(^-4- ?j 



\4 



= -^coscpj 



-7^ = -.--cos*9 j^ sm© COS9. 

ax^ acp* ' acp • ' 

4. a?, jTj z étant fonctions de t, on suppose que Ton opère un chan- 
gement de coordonnées et que l'on pose, par conséquent, 

a? — aÇ-4-6T, -J-cÇ, 

^ = a'J -+- b\ -H c'Ç, 
a,b,Cj ... désignant neuf cosinus liés entre eux par les relations con- 



nues, a^ -t- 6' H- c' =* i> . • • , «ût' -r- àb' -f- ce' = o, . . . ; on propose de 
dire ce que deviennent, dans le nouveau système de coordonnées, les 
expressions 

d>y dx — d^xdy^ d^zdy — d'^y dz, d^xdz — d'^zdx, 

et le déterminant 

dx dy dz 

d^x d'^y d^z 

d^x d^y d^z 

d'y d^Y 

5. Que deviennent -^> ;72' * ' * <iuand on prend, pour nouvelles 

variables, i^ et c liées par les équations 

X -\-y = a, xy = v. 

6. Que deviennent les dérivées partielles 3— > t- > 3—^ > t— :i~ » * " 

dx oy ox* oxoy 

quand on pose x-^ y = u, xy = v, ou a -f- p = ar, uv = y ? 



»••>« 



CHAPITRE X. 



THÉORIE DES SUBSTITUTIONS UNÉAIRES. 



I. — Définitions. 

Une des plus belles applications que l'on ait faites du chan- 
gement de variables est la théorie des substitutions linéaires. 
On dit que Ton fait une substitution linéaire quand aux 

variables a; 4, ^2 > • • . ,^/i on en substitue d'autresjKi?^2j • • • >JK» 
liées à celles-ci par des équations linéaires et homogènes. 

Ainsi, en posant 

Iop\ = Yiiri-f-Yi2r2-^----+-Ti«r«j 
a?2 = Y21 ri -^722^2-^..--+- T2« yn, 
• > 

Yiij Yi2v • • désignant des quantités indépendantes des x et 
des^, on fait une substitution linéaire ; les formules suivantes, 
d'où l'on déduit x^, x^y .... ^,1, deviennent (après que l'on 
en a déduit x^^ ^2? • • • i ^n) ce que l'on appelle la substitu- 
tion inverse 

71 = Yiia?i-i-Y2i ^2-^-..-^Y2« ^i» 



Le déterminant 2~ T* * Y22 • • • Y«« est ce que l'on appelle 
le module ou le déterminant de la substitution (i). Quand 
ce déterminant est i, on dit que la substitution est unimo- 
dulaire. 

La substitution (i) est orthogonale quand, appliquée à 
la fonction xj + ^^ H- . . . + ^,% elle la transforme en 

rî-^72+.-+JK'- 
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La substitution (i), appliquée à ^J 4- ^2 ^" • • "^ ^/1 ' 
donne 



ou 



2yiji.Tiv7|x7v; 



cette expression devant être identique ^yi-ryl-^- - -r v,< , 
on a, pour [x^v, 

(3) 

et, si Ton effectue le carré du déterminant ^^^ yn • • • Y««î 
on le trouve, en vertu de ces formules (3), égal à -f- i î donc : 

Le module d'une substitution orthogonale est égal ù 

± I. 

On peut résoudre les équations (i) par rapport à ji, 
j>'2? • • • > JK/i î il suffit pour cela d'avoir égard aux relations (3); 
si l'on multiplie la première par yn ? 1* seconde par ^20 ^^c., 
et si l'on ajoute, on trouve 



On pourra joindre aux formules (3) les suivantes : 

(4) 

pour [x^v, qui résultent de ce que la substitution précédente 
est orthogonale comme ( i ). 

Voici une méthode indiquée par M. Brioschi pour former 
des substitutions orthogonales. 
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Considérons les deux systèmes d'équations 



(■) 



(1) 



«21 X\ - - «22 ^2 -^ • • -" ûtjrt a7/i - - 1*2» 

• ••• '1 

^/»1 ^1 "^ ^/lî ^2 -i- . • . -+- ««« ^n '-^ ^n'y 

«11 ^1-^ «21 372 — . ..-^a«i a7rt— fi, 
«12 ^i - «22 ^2 ~ • • -^ «»2 -î"/» - ^^2? 

I • 

«Irt ^1 -t- «2/1 372 -t- . . . -+- «rtrt 37rt = t^/i, 



et supposons «« = i , «17= — «yv; multiplions les équations (i) 
par c/i, Ci2y . . . , c/rt et ajoutons-les; nous aurons 

Xi (C/i «11 ~- C/2 «21 -H ... - C/„ ««1 ) 
— ^2(C/i «12 H- C/2 «22 -H . . . -H C/„ «712) } ~ Cil "l -f- C/j M2 -+"... -H C/» M„. 



Le premier membre de cette équation se réduira à i^/, si 
l'on pose 

Cil ^ij -'- Cit «27 -f- . . . -r- Cin anj = aji ~ — Uij, 

ou 

Ci\ «ly -;- Cit a^j -T- . . . -4-( C,7 f- I ) «/y - f- . . . -4- Citt ««y = o. 

On déduit de là les valeurs des Cij 

I r dA d\ dA 1 

^'7" T A — <*i«-+- :i — «2i f-. . .-4- • ««/ j 

A désignant le déterminant des quantités atj. Cela posé, 
multiplions les équations (2) par rf^/, ^2/5 •••? <^«/> nous 
aurons 

et, pour que le second membre se réduise à Ui, il suffit que 
duaji -\- du «y2 -i- . . . -f- dm ajn = a,j ; 

on en conclut 

, I / dA dA \ 



^ 
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par suite dji = c/y, et Ton a 



^1 = Cil Ml -h Cjj M2 -i- • • • -'" Ci« Un, 
(Jj = Cji Ml -+- Cjj Wî-f-. . .-+- C2„ a„, 



i>n = CrtiM, -f-Crt2W2-+--. 


1 

•~T" C/i/i M») 


"1 = Cl, ç^i H-Cji t>î -h. 


. .-h Crt, f,, 



Ces formules ayant lieu simultanément, il est facile de voir 
que les substitutions qu'elles représentent sont orthogonales, 
ce que l'on vérifie en formant Cn ^i + ^21 ^2 -K • • • ^^ moyen 
du premier système, et en observant que Ton doit avoir iden- 
tiquement u, etc. 

Voici une application de ces formules : posons 





a,, 


— I 


> 


«12 — 


V, ai3 = 


= fA» 








aj. 




-V, 


«22—1, «23 = 


= x, 








«31 


-P- 


J 


«32 — X, «33 - 


^ i; 






nous aurons 
















« 




I 


V 


P- 










A = 




V 


f 


X 


.._ I-|-X«-j- [J.«-+-V2, 








{A - 


-X 


I 










ensuite 






Cl] 

VCj, 
{A Cl, 


i c,i [i-Ca,— I, 
C21-4- Xc3i — V, 

XC21-^ C31 — [J., 








d'où l'on tire 




•••••■ •••••• «««^ 




Cii = ^(l-4-^*— fA« — ' 


^*), 


C21 


2 


[X[j.-hv), 


C31 


|(Xv-{x), 




Cl2 = ^(X[X v), 




C22 


I 

Â 


(l^j^2_VÎ_X»), 


C32 


= |({XV-+-X), 




^13 = ^(^V-+-(l), 




Cî3 


2 
A 


((IV 


X), 


C33 


-i(n-v»-X«- 


-fJt')- 



Ces formules ont été données par O. Rodrigues, qui les a 
trouvées par une .tout autre voie; elles servent, comme les 
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formules d'Euler, à la transformation des coordonnées, mais 
les neuf cosinus sont ainsi rationnellement exprimés par le 
moyen des trois paramètres )., [x, v. 

Si Ton appelle 6 l'angle dont il faut faire tourner, pour 
l'amener sur le second, le premier système d'axes autour d'une 
droite faisant avec les anciens ou les nouveaux axes les 
angles a, p, y, Rodrigues a montré que l'on avait 

X = tangiôcosa, (i = tang|6cosp, v — lang^l^Ôcosy. 

( Voir le Journal de Lïouville, t. V, i*"® Série). 



IL' — Application des substitntions linéaires ^aux fonctions 
homogènes dn premier degré. 

Le but des substitutions linéaires est la simplification des 
fonctions; en Géométrie analytique, les transformations de 
coordonnées sont des'^substitutions linéaires. 

Lorsque l'on fait subir une substitution linéaire à une fonc- 
tion telle que 

XiO?! 4- \^Xi -h. . .-h Xn^ni 

on peut, et cela d'une infinité de manières (c'est-à-dire au 
moyen d'une infinité de substitutions), la ramener à la forme 
donnée 

f^l ri H- V-iyt H- ... -h \knyn' 

De même, étant données n fonctions linéaires 



nj 



Aîl a?! H- Â22 372 -4- ... -T- f^2n ^ili 



si l'on fait la substitution 

^1 ^- Ynri -^ 712/2 -f- . . . -H tinj^nj 



^n = Y«l7l -^ Tn272 -f- . . . -h tnnfn 
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elles deviendront respectivement 



OÙ l'on a posé, pour abréger, 

(i) V-ij = hi Tiy -+- hi Yîy — . . .-+- >^/n T/iy- 

Si donc on se donne [jl^, [ji|2, . . . , [t-in à l'avance, on aura 
n équations entre les n^ quantités y/y pour déterminer ces 
quantités ; si l'on se donne tous les [x/y, on aura ainsi n^ re- 
lations entre les y/y; donc : 

On peut toujours ramener simultanément n fonctions 
homogènes dupremier degré à d'autres, données à U avance, 
au moyen d'une substitution linéaire, et cela d'une seule 
manière. 

Il y a pourtant une exception à cette règle; en effet, les y/y 
ne sauraient recevoir des valeurs bien déterminées si le déter- 
minant ^zb ).H ^22' • • ^/i» était nul, mais alors il existerait 
des relations linéaires entre les coefficients X/y, et les fonctions 
considérées ne seraient pas distinctes, ce qui est d'accord 
avec le théorème (p. i68). 

Nous remarquerons enfin que, en vertu de (i), le détermi- 
nant des fonctions données est égal à celui des transformées, 
multiplié par le déterminant de la substitution. Ce théorème 
sera généralisé. 

III. — Application des théories précédentes aux fonctions homogènes 

dn second degré. 

Les fonctions homogènes du second degré jouent un rôle 
important dans un grand nombre de questions d'Analyse, et 
en particulier dans la théorie des maxima que nous allons 
bientôt étudier. 

Une fonction homogène du second degré en ^i , x^^t^'-t^n 
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peut être représentée par le symbole z/ijj Xj Xj^ où Ton sup- 
pose aij=i aji] ainsi on a pour le cas de deux variables, par 
exemple, 

^ aij XiXj — ail ^J H- 2 «12^1 ^ï -H ci%tx\. 

Théorème I. — Toute fonction homogène du second de- 
gré à n variables est une somme de n carrés positifs^ néga- 
tifs ou nuls (*). 

Si l'on pose, en effet, 

-( Y21 a^i - - Y22 X^-'r-... - Yî„ XnY 

on obtiendra ^ "^ équations en égalant les coefficients 

de xJ, ^r^ ^2, • . • ; ces équations permettront de calculer d'une 
Infinité de manières les quantités y/y en nombre n^. 

Pour effectuer la décomposition, on peut procéder comme 
il suit ; on a 

2^aijXiXj = ~ (a„ x^ -f- au 372 -h . . . -+- a,rtir„)2 -^-/j, 

/i désignant un polynôme homogène du second degré qui 
ne contient plus x^'i en opérant sur f^ comme on a opéré 

sur ^J^ijXjXj^ on peut le décomposer en un carré contenant 

les variables ^2? x^, . . . , a:^ et en une fonction /2 du second 

degré ne contenant plus x^ ni ^2? et ainsi de suite. //ijjXjXj 

se trouve ainsi décomposée en n carrés, dont le premier peut 
contenir toutes les variables, le second toutes les variables 
excepté .Ti , le troisième toutes les variables excepté ^< , x^j etc. 
Cette méthode tombe en défaut quand a\ < = «22 = . • = o, 
mais alors on pose 

^jiijXiXj — — (ai2a72 -f- a^zXz f- . . . -\~ am^n) 
J^ ai2 

(') Un carré négatif est un carré précédé du signe — . 
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/i désignant un polynôme du second degré ne contenant ni 
Xi ni Xt; en appelant X et Y les fonctions linéaires 

aijiTj-i-. . .-4- ainiCrt et ctnXi-^. . ,-h atn^m 

on voit que XY= \ ) ~ ( ~" ) et que la fonction 

y/XijXjXj^ dans le cas où «n = «22 = • • • = ctnn=^ O7 peut 

se décomposer en deux carrés et en une fonction du second 
degré, ne contenant plus x^ et x^, à laquelle on pourra 
appliquer Tune ou l'autre des méthodes que nous venons 
d'indiquer. 

Théorème II. — Loi de l'inertie. — De quelque manière 

que Von décompose la fonction réelle /ajjXjXj^^f en 

une somme de carrés indépendants, on trouve toujours le 
même nombre de carrés positifs, négatifs ou nuls. 

Pour démontrer ce théorème, nous observerons que, si l'on 
considère deux groupes de fonctions linéaires et homogènes 
de x<, x^t . • -, Xfi indépendantes, savoir Xi, X2, . • ., X/, 
et Yo Y2, - . . , Yy, telles que i"^ j\ les fonctions X^, X2, 
. . . , X,- ne sauraient s'annuler toutes identiquement quand 
on suppose Y< = Y2= . . • = Yy= o. En effet, les fonctions 
Y|, Y2, . . ., Yy étant indépendantes, on pourra calculerai, 
Xny • • . 1 Xj en fonction de Y<, Y2, • • • > Yy et de xj^i, ....Xa 
et, par suite, on pourra exprimer sous forme linéaire et ho- 
mogène Xi, X2, . . . , X/ en fonction de Y^, Y2, . . ., Yy» 
^y+o • . • , x„. Soit, par exemple, 

X;t = ^1 Yi -h Xj Yj -+- . , . -h X| Y/ -h |Xi a7/-Hi h- ^^Xî^^ -h ... -h [X;^-/^:^, 

les \ et les [jl désignant des constantes. Si les X s'annulaient, 
en supposant les Y nuls, on aurait i équations de la forme 

qui, ayant lieu quels que soient a^z+i, xi^^^ • • • 5 ^/i> donne- 
raient [JLi :::= o, [JL2 = O, ..., [JL„_,r=rO, Ct par SuitC icS X 
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pourraient s'exprimer au moyen des Y, qui sont en nombre 
moindre que les X : les X ne seraient donc pas distincts. 

Cela posé, soient Ui, U2, . • . , U/, Y^, V2, • • -, Vy, Xi, 
X2, . . . , Xa, Yj, Y2, . . . , Y/ des fonctions linéaires et ho- 
mogènes de Xi, ^25 ' ' ' 7 ^n telles que les U et les V soient 
distincts, ainsi que les X et les Y; on aura nécessairement 
i-\-jSn^ k -^- ISn. Je dis que l'on ne pourra avoir à la fois 

j aijXjXj r^Xj— X|-t-... :-X|.~Yî — Y| — ... — Y/, 
ou, quels que soient x^^ x^^ . . . ^ Xn^, 

\ uî-f-u^^...^-uî-vî-...-v,^==xî-... 

\ -h A^ — I , — . . . - I /, 

SI l'on n'a pas i ~—k^j=^ L En effet, supposons que l'on puisse 
avoir 

on aurait aussi 

{2) i^i.^k-^l\ 

mais si l'on suppose U^, U2, • . • , U/ et Y^, Y2, . . • , Y/ nuls, 
les quantités Xi, Xo, . . ., X^, Y^, . . ., Y/ qui sont indé- 
pendantes et en nombre supérieur ne s'évanouissent pas 
identiquement, c'est cependant ce qui aurait lieu en vertu de la 
formule (i) qui donnerait 

et qui ne pourrait avoir lieu que si tous les X étaient nuls. 
Cette démonstration est de Jacobi {Œuvres mathéma- 
tiques, t. III, p. 32), et c'est M. Sylvester qui a donné au 
théorème précédent le nom de loi de V inertie, 

IV. — Transformation d'une fonction du second degré en général. 

En général, on peut transformer une fonction du second 
degré en une autre donnée a priori au moyen d'une substi- 
tution linéaire, et cela d'une infinité de manières. 
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En effet, si sur la fonction \^ aijXiXj à n variables, ren- 
fermant — ^^ ' coefficients, on effectue une substitution li- 

néaire, on la transformera en une autre ^ t>ijyiyj\ et écrire 

que les bij ont des valeurs données, c'est écrire — ^^ rela- 

lions entre les coefficients Y/y de la substitution au nombre 
de Ai^; or, on a toujours, pour /i >> i. 



n^. 



'2 



Ainsi deux fonctions homogènes du second degré peuvent 
toujours être transformées Tune dans l'autre au moyen d'une 
substitution linéaire. 

Mais cette propriété n'appartient plus aux fonctions ho- 
mogènes du troisième degré, qui renferment — ^^ ^ 

coefficients, quand elles sont à n variables, et ordinairement 



/l(/l--l}(/l--2) 



/l^ 



b 

11 y a donc une infinité de manières de ramener une fonction 

\ aijXiXj à la {oTmey'\-\-y\-\- . . . -\-y\^ c'est-à-dire à une 

somme de carrés par exemple, mais ce nombre de manières 
est fini et même, le plus souvent, égal à i quand on veut que 
la substitution soit orthogonale. 

V. — Rédaction d'un polynôme dn second degré à une somme de canes 
par le moyen d'une substitution orthogonale. 

Considérons le polynôme homogène et du second degré 
Si nous effectuons la substitution orthogonale 

\ 

Xn ^'~ Y«l7l -r Y/1272 — ... H- Y««7" > 



ou 
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\ TlfAÏlV — Ï2fiLÏ2V- .. ."^-Y/.|XY/.V^ O, 



287 



Yn(l- '' 



la fonction /prendra la forme 



.), 



A{i pour (JL — V, 

pour |X ; V, 



et, si l'on fait 

<3) > a/yYi{i.Y/v = 

.^" ( ^ 

on aura simplement 

(4) f= A,7Î-:- A,7Î -4-. . .-- A«xî. 

La fonction / sera donc décomposable en une somme de 
carrés, s'il est possible de trouver des quantités y/y satisfai- 
sant aux équations (2) et (3). 

Nous ferons, dans ce -qui va suivre, 



// . i df i àf 



• J 






'2 2 dx,i' 

or les formules (3), pour [Ji <v, peuvent s'écrire 

Tl{JL(«llYlV-i-ûti2Y2V~. . . )-HYî|x(«îlYlV-+-«22YïV-r- . . . ) -h . . . =0 

OU bien 

Yiia/i(Yiv,Yîv, ...)-'- YîlA/2(Yiv,Y2v» ...)-+-...= o. 

Comparant cette formule avec la seconde des formules (2), el 
observant que l'on peut y faire varier jjl en laissant v fixe, on a 

./i(YiV' Y2V^ • • • ^ — /2<^Y<^^ Y2^ . . . .) _ 

Yiv ~ Y2V 

Si nous égalons cette suite de rapports à une indéter- 
minée 5v, nous obtenons les équations suivantes, auxquelles 
nous adjoignons la première formule (2) : 

(«11 — *v) Ylv-+- «12YÎV-+-- • .-+- (^inyny= O, 

«21Y1V-+- («22 — *v)Y2vH-. . .-i-a2/iY'»v= O, 

(S) ; 

«/11YIV-+- <3trt2Y2v-+-- • --i- (ann—Sy)yny= O, 



Yfv -^ Y2\ 



Ynv= ' 
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L^élimination de y,v, Ytv> • • • entre les n premières équations^ 
en posant 

util — s 6Ï12 . . ■ û^îrt 

ûtjl, Ût22 * • • • ^2/1 



= F(.), 



«/iij 



«»i 



a 



nn' 



donne 



F(5v)-o; 



5v est donc racine de l'équation F(5) = o, que Ton appelle 
ordinairement V équation en s. 

Sy une fois connu, les formules (5), ou plutôt /i d'entre 
elles, feront connaître Y,v, Yjv? • • • î or, l'équation F (s) = oesli 
du degré n et admet n racines ^i, ^2, . . . , ^/i ; chacunede ces 
racines fera connaître un groupe de n quantités y/y, et le pro- 
blème sera résolu. 

Si l'on multiplie la première équation (5) par y,v, la se- 
conde par Yjv, ... et si l'on ajoute, on trouve, en ayant égard 
à la dernière, 

Z^ ctij Yiv Y; V — 5v = o 
ou, en vertu de (3), 

Au.— 5v=o ou Av=^vî 



on a donc, en vertu de (4)? 



-^ Snyl' 



VI. — Discussion des résnltats précédents;. 



L'équation en 5 a toutes ses racines réelles ;. voici là dé- 
monstration que Lagrange donne de cette proposition dans» 
sa Mécanique analytique (c'est la première qui ait été 
donnée ; c'est aussi la plus simple). 

Soient Y,jj., YîjjLj • . • ce que deviennent YivvTsv) • • • quai^d 
on remplace dans (5) 5y par s^'^ multiplions, la. premièDe for- 
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mule (5) par y^^^ la seconde par y^jj, ; ... la ai*'"** par y^j^, et 
ajoutons; nous aurons 

(6) 2 «i7Y'li.Yyv— -SvCyiixYiv-h. . .-+- Y«titY«v) = o. 

Nous obtiendrions de même, en changeant [x en v etv en [jl^ 

(7) 2 ^'J^'^^J^* ~ ^JJ. (Yi!J^Yiv-+-- . .-^ Y«!J^Y«v) = O. 

Si l'équation F(5)=o avait des racines imaginaires (en 
supposant les a/y réels, bien entendu), on pourrait supposer 
que 5|x et Sy, sont deux racines conjuguées, et par suite iné- 
gales; les deux formules (6) et (7) exigeraient alors que 

Ton eût 

Yi|x Yiv -T- Y«iJ>-Yîv -+-••• -^ Y«!J- Y^v = o, 

c'est-à-dire que la somme des carrés des modules de y,^, 
Yjv, . . . fût nulle, ou que ces modules eux-mêmes fussent 
nuls, ce qui est absurde puisque, le déterminant F(5) étant 
nul, on peut supposer que les quantités yi^» Yîv5 • • • ne sont 
pas toutes nulles; d'ailleurs la somme de leurs carrés est 
égale à i. 
Mais l'équation F(5) = o peut avoir des racines égales; 

pour reconnaître qu'il peut en être ainsi, formons -7-; on a 

flTF _ _ d¥ d¥ _ _ ô¥ 

ds ~ ài^a^i — s) ^(«22 — s) '" à{ann—s)' 



et, pour que F(s) = o ait une racine double, il faut et il 

iF 
ds 



dV 

suffit que l'on ait à la fois F = o, -r- = o. Cette dernière 



condition peut s'écrire, en introduisant le facteur -z-, 

^ à{an—s) 



âF â¥ âF âF 

-h. . ,-h t: r T-, = O^ 



{«) r_JL_lV _ . 

Or on a (p. 161) 

d^F dF "^^ _ ( ^^ y 



à{aii^ s)ô{aii — s) à{aix — s) d^aa— s) \àauj 
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d'où Ton conclut que, si F = o, 

<^(<^ii — s) dan — s \àaix) 
La formule (8) devient alors 

^^^ [àï^-^)\ -^ (à^J -^"-^ [à^J ^^' 

d'où l'on conclut que, si F = o a une racine double, tous 
les mineurs de F sont nuls, et réciproquement d'ailleurs, car 
alors F' (5) sera nul. 

Je dis que, en général, si F (s) a une racine d'ordre de 
multiplicité A, tous les mineurs d'ordre h — i de F (s) seront 
nuls. En effet : 

1® Les mineurs du premier ordre sont divisibles par 
(5 — s')^~*j si F (s) est lui-même divisible par (5 — 5')^. Ce 
théorème est vrai pour h =: 1; admettons qu'il ait lieu pour 
la valeur h — i de l'exposant de s — s'] alors F(s)y admet- 
tant le facteur (s — s')^^ admettra le facteur [s — s'Y~* a 
fortioriy et ses mineurs le facteur (5 — s')^'^; le premier 
membre de (9) admettra le facteur (5 — s')^^"', car c'est le 
produit de F' (5) par un mineur de F (5); mais, par suite, il 
admet nécessairement le facteur (s — s'Y^~^, et chaque mi- 
neur considéré admet le facteur (s — s')^~^ . 

G. Q. F. D. 

<)F 
2° Désignons, pour abréger, -^^ par a/y et considérons la 

formule identique (p. 161) 



duij 



FA-î _ 

daijdaki . . . àupq 



^il ^kl ■ • • «/>/ 

• •• ••• ••• ••• 

^iq ^kq • • • ^pq 



Le second membre admet {h — i)^ fois le facteurs — ç^ 
or F^~2 l'admet A (A — 2 ) fois : donc un mineur d'ordre h — i 
l'admet (A — i)^ — h{h — 2) = 1 fois. c. q. f. d. 

Maintenant revenons à notre substitution. Si l'équation 
F(5)::= o n'a pas de racines multiples, elle sera réelle et elle 
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existera en effet, les mineurs de F étant différents de zéro; les 
équations (5), ou plutôt n — i d'entre elles, fourniront, pour 
les rapports des quantités ^iv? ^^s valeurs réelles. 

Si Téquation F = o a une racine double, les rapports des 
Y^,^ seront indéterminés parce que les mineurs de F seront 
nuls, mais alors un des rapports yiv 1^277 ••• pourra être 
choisi arbitrairement, et la substitution, réduisant F à une 
somme de carrés, sera possible d'une infinité de manières. 
L'indétermination serait plus grande encore si F avait une 
racine d'un ordre de multiplicité plus élevé. 

Corollaire, — Si l'on veut savoir en combien de carrés 
positifs, négatifs ou nuls le polynôme/ est décomposable, il 
suffit de former l'équation en 5, F = o, et, comme elle a 
toutes ses racines réelles, le théorème de Descartes montre 
que /contiendra autant de carrés positifs que F = o a de va- 
riations, et autant de carrés négatifs que F( — 5) = o a 
de variations. Le terme constant de l'équation en s est ce 
que l'on appelle le discriminant de /. 

Voici maintenant les applications immédiates de cette 
théorie : 

1° Si nous observons que le terme constant de l'équation 
»;q s est le discriminant de la fonction/, nous pouvons dire 
que : 

Pour qu!une fonction du second degré homogène de 
n variables puisse se réduire à une fonction de moins de 
n variables^ il faut que son discriminant soit nul. 

En particulier, pour qu'une fonction homogène du second 
degré à trois variables soit un produit de deux facteurs, il faut 
que son discriminant soit nul. 

2" Pour qu une fonction du deuxième degré homogène 
soit un produit de deux facteurs réels linéaires, c^est- 
à-dire une différence de deux carrés, il faut que Inéquation 
en s n^ait que deux racines différentes de zéro, Uune po- 
sitive. Vautre négative. 

3° Pour qu^ une fonction du second degré homogène soit 

L. — Traité d'Analyse, I. 16 
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un carré par/ait, il faut que toutes les racines de V équa- 
tion en s soient nulles^ sauf une. 

4** Pour qu'une fonction du second degré homogène con- 
serve toujours le même signe, il faut que V équation en s 
n'ait que des variations, ou bien que sa transformée en 
— s n'ait que des variations ; cette condition est suffisante : 
dans le premier cas, la fonction reste toujours positive; 
dans le second, elle reste toujours négative, etc. 

Cette dernière conclusion est surtout utile dans la théorie 
des maxima. 



VII. — Rédaction simnltanée de deux fonctions dn second degré 

à des sommes de carrés. 

Deux polynômes du second degré y ^ aij Xj Xj = / et 

bij Xi Xj = g peuvent toujours être ramenés par une 

même substitution à une somme de carrés. 

En effet, par une première substitution orthogonale, on 
peut ramener y à la forme s^y] -t- ^'2 JKo -h • • • -h ^nyn 1 ^^ S 
prend alors une forme telle que ^.Cijyiyj; si Ton fait 
ensuite la substitution 



1 



^/ij 



yi\/si = zi, y2\^Si = Ziy ..., yn\^Sn = 
on aura 

/:=Zl-r-Z^-î-...-+-Zj'f, g '=^ ^\ dij Zl Zj. 

Une dernière substitution orthogonale laissera à / sa forme, 
tout en ramenant g à une sQmme de carrés ', f Gi g seront 
alors tous deux des sommes de carrés. 

Maintenant la possibilité de la réduction est établie ; il ne 
peut y avoir exception à la règle que si ^i,^^, . . . sont nuls, 
et alors on peut opérer sur g comme on a opéré sur y, sinon 
f et g ont leurs discriminants nuls et sont des sommes de 
moins de n carrés. Dans ce cas, on peut encore réduire /et g 
à des sommes de carrés, en observant que, ces fonctions 
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étant des fonctions de moins de n variables, on peut rai- 
sonner sur ces fonctions en mettant les variables distinctes 
en évidence. 

Pour effectuer la réduction simultanée des deux formes vi 
des sommes de carrés, on procède comme il suit. 

Par la substitution 



(0 






• ••» 

30,1 = Ym 7i -^ Y«î ra -^ • • • -^ Y»« X/»» 



fei g deviennent respectivement 
pourvu que l'on pose 



(^) 



(3) 



1 



«/y Y'> Y;v = 



2^7Y'P.Y'v-- 



o pour [x.^v, 

Ajipour [x = v; 

o pour [aJ^v, 

Bjx pour |JL = V. 



Pour déterminer les Y/y? on remarquera que, si [Ji^v, ces 
relations peuvent s'écrire 



Yija/iCYiv, Yîv, ..•) -^-YîiA /2(Yiv,Yîv, . 

YIM.^i(Yiv,Y2V, .-.,)-+-Y2|A /r2(YîV,Y2V, - 

d'où l'on tire 

g\ gt '" g II 
En égalant ces rapports à );, on a 

( («11 — >^^1i)Yiv -^(«12— ^^12)Y2v 
(î) \ («21— >^^2i)Yiv-+-(«22--^^22)Y2V 



)-^ 



= o, 
= o; 



I 



= o, 
= o, 



ces équations donneront, en éliminant les y^^, 

«11 ^^11 «I? — ^^12 ••• «1« ^^Irt 

«21 — ^^21 «22 — ^^22 »•. «2/i — ^ ^2« 



Ar^ 



«rti — ^c>,ji a/i2 — ^ c'/î2 ••• «Mrt — ^^/i// 



o. 
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L'équation A = o a n racines qui, mises à la place de \ 
dans (i), feront connaître les rapports de n systèmes des 
quantités Y/yet par suite feront connaître la substitution dont 
on a besoin. 

Des équations (4) on tire, en multipliant la première 
par Y,,^, la seconde par y,^, etc., et en ajoutant, 

2 ^'j ^'^ ^>'' ~ ^ 2 ^'^ ^'"^ '^^'' ^ ^' 

c'est-à-dire 

Comme jusqu'ici les rapports des y^^ sont seuls déterminés, 
on peut achever de déterminer ces quantités en se donnant 

Bf , Bo , . . . , et alors ^9^9 . . • seront les racines de A = ; 

ces racines ne sont pas nécessairement réelles. 



VIII. — Discussion de la théorie précédente. 

Pour que les calculs que nous venons d'esquisser con- 
duisent à des résultats admissibles, il faut : 

1° Que l'équation A = o ait effectivement n racines; 

2® Que les racines de cette équation, mises à la place de 1 
dans (4), fournissent des valeurs bien déterminées pour 
les Y^v o" ^^ moins compatibles; 

3° Que les quantités g{yi^, Yî|i, . .., y„jx) ^^ soient pas 
nulles, car alors les quantités Bj^, qui leur sont égales ne 
pourraient pas être choisies arbitrairement; à la vérité, cela 
n'empêcherait pas de réduire / et g k des sommes de carrés, 
mais les fonctions transformées ne seraient pas équivalentes 
aux proposées, puisqu'elles contiendraient moins de n va- 
riables ; 

4" Il faut encore que la transformation (i) soit ce que 
j'appellerai réversible, c'est-à-dire que son déterminant F 
soil différent de zéro, afin que les y puissent se calculer en 
fonction des x et que les formes primitives de f et g soient 
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équivalentes à leurs transformées et que celles-ci puissent 
réciproquement reproduire les premières. 

Nous supposerons le discriminant de g différent de zéro ; 
alors A= o aura bien n racines égales ou inégales; s'il n'en 
était pas ainsi, on opérerait sur /comme on opère sur g^ et 
vice versa; si le discriminant de f était nul aussi, les fonc- 
tions f ei g ne seraient ni l'une ni l'autre des fonctions de 
n variables, et, pour faire les calculs, on opérerait sur les fonc- 
tions/et^ réduites à moins de ai variables. Ainsi l'on pourra 
supposer le discriminant de g différent de zéro. Gela posé : 

Théorème. — Si l'équation A = o admet pour racine 
simple \^ les mineurs de A pour cette valeur de \ ne seront 
pas tous nuls, et ^(fivj Y2v» • . .) ^^ ^v *^''<^ différent de 
zéro; si A = o admet \ pour racine double, il pourra se 
faire que les mineurs de A ne soient pas tous nuls, mais 
on aura g {y^^, y,,, . . .) = 13^ = o. 

Tous les mineurs de A n'étant pas nuls, supposons -^ — 
différent de zéro, de (4) on tirera 

'''^ daij ''^ àapj' 



d' 






où 






or nous avons VU (p. i6i) que 



dapjdaiq OUpj daiq dupq daiq 
et, comme A =^ o, 

d\ d\ dX dX 

dupj daiq àapq àaij 

La formule (a) devient alors 



dX \2 àX àX 



pq 
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et, en supposant -r — -^ o, 

dX âX 

on en conclut 

OU bien 

Donc ^ (y,v, Yj^, . . .) sera nul ou différent de zéro, suivant 

que -T^- sera lui-même nul ou différent de zéro, car y^^, y^^ "^^ 

peuvent être nuls; en effet, si y^^ était nul, le système (4) 
se réduirait à /i — i équations homogènes dont le déterminant 
serait différent de zéro ; par hypothèse, ce déterminant étant 

^—y il faudrait alors que tous les y^^ fussent nuls. 

Ainsi By pourra être choisi arbitrairement, si A = o n'a 
pas \^ pour racine multiple. 

Au contraire, la transformation ne sera pas possible, si A = o 
admet \^ pour racine double; ces conclusions tombent en 
défaut quand tous les mineurs de A sont nuls. 

Examinons ce cas. A cet effet, faisons varier les coefficients 
de la forme/, et désignons par un 5 une différentielle totale 
relative aux coefficients aij de cette forme; si Ton différentie 
la formule (è) avec la caractéristique 8, on a, en écrivant g 
au lieu de g (^ly, yjv, . « .) et en négligeant les termes nuls, 

choisissons les 8a de manière à annuler le premier terme du 
second membre, nous aurons 
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Or 8)v ^'^st pas nul ; car, en différentiant \ = o deux fois, on a 



formule dans laquelle le second terme est nul, et d'où Ton 
tire, en général, pour SX^, deux valeurs différentes de zéro : la 

formule (c) nous montre donc que g n'est pas nul si -1^-^ 

n'est pas nul, c'est-à-dire si \^ n'est pas racine triple de A = o. 
On verrait, en continuant cette discussion, que g ou B^ 
pourra toujours être pris arbitrairement si T^v, étant racine 
d'ordre de multiplicité A de A = o, tous les mineurs d'ordre 
A -h I de A sont nuls. Le contraire aura lieu si tous ces 
mineurs ne sont pas nuls. 
Voici maintenant les conséquences à tirer de là : 
1° Si l'équation A = o a toutes ses racines inégales, les 
équations (4) fourniront des valeurs bien déterminées des y/y 
pour lesquelles les B^ ne seront pas nuls, et la transforma- 
tion (i) sera réversible; c'est ce que prouvent les formules (2) 
et (3), en vertu desquelles 



SM\u Ti2j • • • t Ti«) ^2(ïh,Ti2, . . . , Yi/î) . . . 

^i(Y2IjY22ï • • •»T2») ^2(Y21) T22, • . -j Y2«) ••• 



= Bj B2 . . . B/ 



2° Si l'équation A = o a une racine double, on ne pourra 
pas, en général, ramener/ et ^ simultanément à des sommes 
de carrés par une substitution linéaire réversible, la valeur 
correspondante de g étant nulle. 

3" Si cependant l'équation A == o avait une racine double, 
tous les mineurs de A étant nuls, les équations (4) donne- 
raient pour les quantités y une infinité de valeurs admissibles, 
les rapports de ces quantités étant déterminées dès que l'on 
se donne l'un d'eux ; les valeurs correspondantes de g ou 
de B ne seraient pas nulles et la réduction à une somme de 
carrés pourrait encore s'effectuer au moyen d'une substitu- 
tion réversible, etc. 
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IX. — Invariants et covariants. 

Les fonctions entières et homogènes portent souvent le nom 
àejormes; ces formes sont quadratiques, cubiques, etc., 
quand elles sont du deuxième, du troisième degré, etc. Elles 
sont binaires, ternaires, quaternaires, etc., quand elles 
sont à 2, 3, 4» • • • variables. 

Soient anj a<2> • • • les coefficients d'une forme 

soient a2 1, ^22 9 • • • ceux d'une seconde forme /2, etc. Si nous 
effectuons une substitution linéaire, les fonctions fi^ /2, ... 
deviendront des fonctions de jKi , r2î • • • ? Jn^ et si a/y désigne 
le coefficient de x'^ x^ ... ^'; dans //, nous représenterons 
par bij le coefficient de y^ y^ ... y\ dans la fonction en 
laquelle se transformera//. Cela posé, si l'on a 

cp(6ii, ^i2> • • «1 ^21) biij . . . \ j'ij yzi • • • ? y.i) 

r^ désignant une puissance du déterminant de la substitu- 
tion, on dira que la fonction (f est un covariant des fonc- 
tions f\ , y2) • • • î y w 
Si l'on a seulement 

^(^ll> ^12, • . •> ^21) ^22> . . .) = l'''^(«ll> ^12) • • M ^21? ^22» • • •)> 

la fonction cp ne contenant pas X|, ^2? • • • > ^w; on dira que o 
est un invariant des formes /i , /2î • • • > /m» 

Voici quelques exemples d'invariants et de covariants : 

Théorème I. — Le déterminant fonctionnel de plusieurs 
fonctions est un covariant de ces fonctions. 

En effet, soient /,, /a, ..., fn des fonctions de ^i, 
0^2, ..., ^w*, effectuons la substitution 

^1 = Yii7i + Ï12 72-+-- • --^ 7i«7«» 
a^2 = Y2i7i -^ T22 72 +••.-+- Ï2»7/o 



(O 



\ ^« = Y/*i7i -^ V/'272 -H ... H- Y««r« î 
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nous aurons -r-^ = y/y-; or 

•/ J * 

<^(^l»/2, ...,r«) "" <^^^U^iy -'".^n) à{yx,yi, JK/»)' 



c'est-à-dire 






Le déterminant fonctionnel sera donc, en général, un cova- 
riant; cependant, si les fonctions y<, /a, . . . , y,, étaient du 
premier degré, les variables Xt, X2, , . . , Xfi n'y seraient plus 
contenues, et il deviendrait un invariant. 

Théotième II. — Le hessien dUine fonction est un cova- 
riant de cette fonction, qui se trouve multiplié par le 
carré du module de la substitution à laquelle on soumet 
ses variables. 

Soit, en effet, / une fonction de x^y x^^ . ., Xn\ soient 
/<î/2, •••,/« ses dérivées ^, .-., ^, et cp<, cp^, ..., o,, 
ses dérivées -/-y • • • 7 -r^ après que l'on a effectué la substi- 
tution ( I ) ; on a 

^ ?li?2> '••^?n) _ <^(? l>?2, ' •'^'^n) à(fi,f2, .. -.fn) à{x^, ...,.r„) ^ 

<^0'i,72, ...,r«) ~ <^(/i,/2, .•-./«) o'(^i,^2,.-.,-^«) <^(7i,...,7«) 

Le premier membre est le hessien de / relatif à y^, 
y^i ' "> .Vnf appelons-le H^; le second facteur du second 
membre est le hessien H^ de / relatif aux variables x, le 
dernier facteur est le déterminant F; on a donc 







r 



<P2= 77- =/lYl2-+-/2Ï22-i-..-H-Atï«2, 
V2 
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donc, en général, -^ = yy/, et par suite la formule (2) devient 

r^e hessien est donc bien, en général, un covariant; toutefois, 
si /était du second degré, le hessien se réduirait à une con- 
stante que Ton appelle quelquefois le discriminant de la 
fonction du second degré f et qui serait un invariant de 
cette fonction. 

Ainsi, par exemple, le hessien de la fonction 

A a?2 -r- 2 B xy H- Cy^ 



est égal à 



le hessien de la forme 
est le déterminant 



B2— AG: 



k" z'^ H- 2 Byz H- 2 h' XZ -f- 2 B'a?/ 



A B'' B' 
B' A' B 

B' B A" 



Voici de nouveaux exemples de covariants. 



X. — Émanants. 

/ désignant une fonction homogène de ^< , X2 , . . - , ^//, de 
degré m, l'expression 

p/._ ' ^Z > ¥ , ¥ 

est ce que Ton appelle le premier émanant de /; le sym- 

bole x'i -p- est commutatif et distributif, et, par suite, l'opé- 

'ration P'*/ pourra se développer par la formule du binôme; 
P^y, V^f, . . . sont les deuxième, troisième, etc. émanants 
de/. 

Théorème. — Tous les émanants de la fonction f sont 
des covariants de cette fonction. 
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En effet, on a, en effectuant la substitution ( i ) du para- 
graphe précédent, 

àf àf df df 

t)f df df df 

5^ 5^^^*"^5^^"'"*" "dï;, ^"'' 



Si dans les formules (i) on accentue les x et les y^ on en 
tire 

• 

donc 

^•^ f)>V r^\ C^Y,/ ^72/ / \D.2:*l <>'^2 / 

Or, dans le second membre, le coefficient de -r x'^i est égal à 
c'est-à-dire à l'unité. Le coefficient de -y- x'^^ est égal à 



djo^ 



yi I ov 

c'est-à-dire à zéro; on a donc rigoureusement 

2^^' ôyi'- 2^"^' dx\' 

et le premier émanant d'une forme est un covariant absolu 
de cette forme. 
Il est bien clair que, si l'on répète sur la fonction 

2J' dyi 
l'opération P, elle restera encore invariable par la subslitu- 
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tion. Mais on peut donner de ce théorème une démons tratioii 
plus simple : on a 

=--A^l,^i, ..., --P/OH- - P/-H — P2/H---- 
^m— 1 



Soit^ la fonction transformée de/ par la substitution (i); 
on aura 

s'iri-^ffi^h-hf/^, ...) 

or on a 

f(xi, Xi, .,.) — .^(71,72, ••• ) 
et, par suite, 

f{xx^tx\, ,.,') = .^(71 -i- ty\, .-.\ 

Les coefficients de t^ dans les développements des deux 
membres de cette équation devant être égaux, on aura 

P'/=P'>, 
ce qui démontre le théorème énoncé. 

Remarque. — // est bon d^ observer que Von a, à un 
facteur numérique près, 

Ces 'deux expressions sont les termes de degré h enx^) 
x\^ ... ou de degrés m — A en x^^ X2, ... du développe- 
ment par la formule de Taylor de la fonction 

/{Xi-\- x\, Xi-^ x'^, . . . ). 

Nous trouverons plus loin une interprétation géométrique 
remarquable de la théorie des émanants. 

Théorème. — Le hessien dhine fonction n'est autre chose 
que le discriminant de son second émanant. 
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En effet, le second émanant de/est 



^ X X ' 

^ ' ^ dxiôxj 



dont le discriminant relatif aux variables x'^ est 






c'est-à-dire le hessien de /. 



fPf 



dx\ 


ÔXi 0X2 


ÔXi ôx„ 


ÔXnàx^ 


• •••••• • 

OXn dX2 
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XI. — Contrevariants et divariants. 

Des variables x\^ x[,, . . . , x^^eiXijXi, . . . , ;r„, qui doivent 
être transformées par la même substitution, sont dites cogrc- 
dientes; au contraire, si ces variables devaient être transfor- 
Hiées, les unes par une substitution, les autres par la substi- 
tution inverse, on dirait qu'elles sont contragrédientes , Je? 
rappelle que les substitutions 



(•) 
et 






(^) 



sont dites inverses l'une de l'autre quand on a, en j^énéral, 

Pour donner un exemple du cas où, dans une même ques- 
tion, il peut se présenter des variables contragrédientes, con- 
sidérons une forme linéaire 



«1 X\^ H- «2 -^2 -T- . . . -+- an Xn 
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Il n'est pas difficile de s'assurer que, si Ton applique aux va- 
riables Xi, x.y, . . . , :c« la substitution (i), les coefficients «i, 
a^, . . . , «,i, considérés comme des variables^ subiront la sub- 
stitution inverse ; et, en efTet, la substitution ( i ) transforme la 
fonction linéaire en question dans cette autre 

«1 (TiiJi — Ï1272H- . ")-'- «2(ï2i ri -^ T2272-^- . . ^-^. - - = o, 

de sorte que, en appelant 6i , 60, . . . , 6,2 les coefficients de jki ? 
^2^ • • • > J'/i? c'esl-à-dire de la nouvelle forme, on a 

bi— Yii «, -h Ysiaj — ...-h Yrti a^, 

^2 = T12 «l -H T22 «2 — . . . -'- Y«2 «rt, 



les variables j:< , •3?2i . . . , ^^o ^^ a, , a^? • • • > <^/i sont donc trans- 
formées par des substitutions inverses : elles sont ce que nous 
avons appelé des variables conlt^agrédientes , 

Maintenant, soient x^, x^^ . . . , x,;, et ;r'^, j:!,, . , , ^ x\^ des 
variables contragrédientes ; soient a, a' , a" , ... les coefficients 
de certaines formes pouvant renfermer, outre les variables X{ , 
x.2y . . . , Xn-i les variables contragrédientes x\^ x.^, . . . , x,f. 
Appliquons à ces formes une même substitution linéaire 
transformant x^^ X2y . . . en jku J'o^ • • • et x\, x\,, ... (par 
la substitution Inverse) en y\^ j'^, ... ; soient A, b\ b" les 
nouveaux coefficients de ces formes ; soient enfin F le détermi- 
nant de la substitution que Ton a eff'ectuée sur les variables 
jc^, X2, - * . , Xnf w un exposant quelconque. Si l'on a 

r^r«^cp(6, b' ...: 71,72, •.•;7'i»y2 )' 

on dira que cp est un divariant ou un covariant mixte j si 
la fonction cp ne renfermait pas les variables x^^ .r^, • . • , ^a» 
elle porterait le nom de contrevariant. 

On verra bientôt qu'il existe un grand nombre de diva- 
riants; en voici un qui appartient à toutes les formes : c'est 
l'expression 

, ,_ , _,_ • _ V 
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En effet, 

^Tix'i =:^(y/i7i -i-Y/272-i-. . .^- Y*«7«)^/ 

mais, les variables x' étant transformées par la substitution 
inverse, on a 

donc enfin 

et l'expression \]^|^^ est bien un di variant de toutes les 
formes. 

XII. — Des évectants. 

M. Sylvester a donné le nom A'é^^ectants à des contre va- 
riants que Ton obtient comme il suit : 

Soit/(^,, .^2, ...) une forme ayant pour coefficients a, a', ... 
et de degré m; soient Çi, S27 ••• des variables contragré- 
dientes, ^(>'i, y^^ . . . ) la fonction transformée par une sub- 
stitution de déterminant F, et t],, 7^0? ••• les variables 
contragrédientes avecjKi, J'2> -••• Considérons la fonction 
suivante, où \ est une constante arbitraire, 

parla substitution, elle deviendra, en observant que 
est un contrevariant, 

(2) g H- X(/iT,i -i 72^^12-^-. . . )"*. 

Soit cp(a, a', a", . . .) un invariant de /; on aura 

cp(^, b' b\ ...)= rwcp(a a' a\ ...)> 
et, en remplaçant les coefficients a, a! , ... et 6, 6', ... par 
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ceux des formes (i) et (2), 

Les coefficients des mêmes puissances de "k sont égaux; ainsi 
les coefficients de )^®, X, )/-, . . . dans <j)(a -|-)^Ç'^^-. . .)sont 
des contrevariants, le coefficient de V est le î*''™® éjectant 
de /relatif à l'invariant ç. 

XIII. — Recherche des invariants. 



Théorème. — Le nombre des invariants d^une ou de 
plusieurs formes est nécessairement limité (il s'agit, bien 
entendu, d'invariants distincts, c'est-à-dire tels qu'aucun 
d'eux ne soit fonction des autres). 

En effet, soient x^^ x^^ . . ., Xn les anciennes variables; 
a, a', ... les anciens coefficients d'une ou plusieurs formes; 
J^i» JK2j • • • >^/i les nouvelles variables \b^ b' , , , . les nouveaux 
coefficients; A le déterminant de la substitution. Sicp(a, a' y. .) 
'|(a, a' , - . .) sont des invariants, on aura 



j 



(1) I ^(a, a, ,.,)^^^^{b,h\ . . . ), 

L'élimination de A donnera des relations telles que 

{ *(a, a, ...,6, b\ .. .)r=o, 
(2) 

( ; 

or il ne peut exister qu'un nombre limité de relations entre 
les coefficients a, a' , . . . , 6, b\ , . . obtenues en éliminanl 
les coefficients de la substitution entre les relations qui 
donnent les b en fonction des a; donc le nombre des rela- 
tions (2) est limité, et par suite aussi celui des relations (i); 
donc, etc. c. q. f. d. 

Une forme quadratique ne peut avoir qu'un seul invariant 
qui est son discriminant; car toute fon'ction quadratique 
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peut se transformer dans une autre donnée à Tavance; donc 
il ne saurait exister de relations entre les coefficients de la 
proposée et de la transformée : c'est ce dont on s'assure aisé- 
ment en faisant effectivement la substitution et en égalant à 
des arbitraires les coefficients de la transformée. Soit n le 

nombre des variables, celui des coefficients est ' - on 

aura donc --^—^ équations à écrire pour déterminer les 

11' coefficients de la transformation : or ri^ est toujours supé- 
rieur a -^ = — ? car n << n^, 

1 2 2 

On verrait de même qu'une forme cubique binaire n'a 
qu'un seul invariant. 

Quand on connaît les invariants d^ une forme de degré 
n, on peut trouver les invariants de plusieurs formes de 
même degré. 

En effet, soient'^(^o . . . ;«|,«2> • • •)' 'K-^i' • • * î ^i j^'a» • • •)' 
0(xij ^2, . . . ; a'^, a'!j, . . .), ... des formes d'ordre n ; con- 
sidérons la forme unique 

cp -h X']; H- [JLÔ -f- 

SoitIl(<7,, a2') . . .) un invariant de la forme o; alors 

n ( ai -i- X a 1 -f- jxa'J -4- . . . ; aj -h X a\ -r- ;x a'J, -4- . . . ) 

sera un invariant de cp -(- X.'} -h piQ -i- . . . . En appelant alors 
6i, b^y . . .; 6,5 fr'o' • - • ^^^ coefficients des formes trans- 
formées, on aura 

A désignant le déterminant de la substitution. Cette formule 
devant subsister, quels que soient )^, jjl, v, . . . , les coefficients 
de Xv^jA^v* ... doivent être égaux. Soient u et !i^v ces 
coefficients; on aura u=^ \^v : donc u est un invariant des 
formes ç, ^p, 8, .... 

Le nombre des invariants d'une forme cp est égal au plus 
au nombre des relations qui peuvent exister entre les coeffi- 
L. — Traité d'Analyse, I. ir 
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cienls de (j) et de sa transformée, augmenté de i. Soient donc 
m le degré de cp, n le nombre de ses variables; le nombre de 
ses coefficients sera 

{ m -^ \){ m -^ ->.) . . .( m -\- n — v) ^ 
1 .2.3. . \n — i) ^ 

on pourra donc écrire un pareil nombre d'équations en éga- 
lant les coefficients de la transformée à des nombres 6, , boy > -- 
Or les coefficients de la substitution sont au nombre de n^ : 
donc il existe 



(m-hi)(m-^ 9.). , .(m -^ n — i) 

(I) ^ 7 r — n 

1 .2.3. . .(n — i) 



9 



relations entre les coefficients de ç et de sa transformée, et 
par suite 

(/7i -L- i)(m -^ 9.). . .fm -- 71 - [) 



1 .2.3. . .{n — i) 



— /i2-f-ï 



invariants. Ce nombre se réduit à i quand le nombre (i) est 
négatif, mais c'est là une limite supérieure. 

On trouverait de même une limite supérieure du nombre 
des invariants de plusieurs formes du même degré. 



XIV. — Méthodes générales pour former des invariants, des cova- 
riants, des contrevariants et des divariants. 

Théorème fondamental. — Soit f{x^, Xy^ . , . ^ Xn) une 
fonction homogène de degré quelconque ; si Von effectue la 
substitution 



(I) 



^1 = Yii7i-^Ti2j2-^-..- + Yi/i7«, 
^2 = 721 7-2 -i- T2272-H. . .-f-Y-2«.r,i, 



î 



^n = Y/M/l -i- T/*2 J2 -H . . . -f- Y««7/i, 



les dérivées de f prises par rapport à jKi , JK27 • • . , /« sont 
transformées par la substitution inverse. 
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Cela résulte immédiatement des formules générales pour le 
changement de variable indépendante; on a en effet 

."tel'""* •••''-te-""' 



<te, ' 
àf 



11 






àf 



.;^ ♦" 



• • • 



àf 



j/12 "> 



Voici maintenant comment on peut déduire d'un contreva- 
riant une série de covariants. 
Soit 

un contrevariant de la fonction /, a, désignant l'un de ses 
coefficients et x'i Tune des variables transformées par la sub- 
stitution inverse; si nous remplaçons j:^- par le symbole opé- 
ratoire -r— > nous obtiendrons un symbole opératoire 

QX î 



<■ 



a, 









dxi 



qui, appliqué à la fonction /ou à un de ses covariants, four- 
nira un nouveau covariant (ou un invariant si les variables xi 
n'entrent pas dans le résultat). 



Exemple : 



^i\ Û^12 Çl 
<^21 Û^22 Ç2 
O 



Ç2 



est un contrevariant de a\^x\-\- ia^^^K^^-^ (K^^^] ^n le 
développant après avoir remplacé \ par -f^ ? on a 

àf àf [ ôfy / dfy 

et celte expression est un covariant qui, développé, s'écrit 

2 («11^:1-1- ai2^2)(<^21^1 -i-«22^2) <^12 

— (aii^i-h «12^2)^^22 — («2i^iH- «22^2)^^11- 
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L'expression 






fournit un invariant 






ia\^ — ^âtii «22* 





... a/. .. ^/. .."... j à un 

divariant, on en déduirait un nouveau divariant (ou un con- 
trevariant si les variables .r disparaissaient d'elles-mêmes). 

Théorème II. — Connaissant un invariant d'une forme 
quelconque, on en déduit un covariant pour une forme de 
degré plus élevé. 

En effet, soit îp ( . . . a/. . . ) un invariant d'une forme /de 
degré m; formons Témanant d'ordre m d'une fonction quel- 
conque F, et soit 

cet émanant. Considérons dans cet émanant jp'^ ,^'^, . . . comme 

les variables d'une forme, et formons l'invariant ç ( . . . <?/. . . ) 

pour cette forme; le résultat sera un covariant de la forme F. 

Exemple. — L'expression a\^ — ci\\Ciii est l'invariant de 

donc 

^2 F 2 ^2 F d^Y 
dx^ dx2 / àxi dxi 

sera un covariant de F. 

De même un covariant pour une forme de degré élevé peut 
devenir un simple invariant pour une autre forme de degré 
moindre. 

Formons le discriminant de l'émanant 



V' Ox, 



, ^^F 



'"-""'ôx,-' •••' ' 






5 



et nous avons le hessien de F, ainsi qu'on l'a déjà observé. 
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XV. ~ Invariants des formes quadratiques. 

Nous avons déjà remarqué qu'une forme quadratique n'avail 
qu'un invariant, à savoir son discriminant ou hessien. 
Si l'on considère deux formes quadratiques 



/^^aijx,xj et J^bijXiXj 



^» 



les coefficients des transformées s'exprimeront à l'aide des 
coefficients des proposées et des n- coefficients de la substi- 
tution, ce qui fournira 

n{n - \) — n^ - n 

relations possibles entre les anciens et les nouveaux coeffi- 
cients; le nombre des invariants est donc au plus n-\- \, On 
les trouvera par la règle donnée (p. aSS) et l'on formera le dis- 
criminant de/ — X»", les coefficients de À®, \, \^^, . . , V'~*,^" 
seront les invariants cherchés. On peut remarquer que ce 
sont les coefficients de l'écjuation qui nous a servi à réduire 
/et g simultanément à des sommes de carrés. 

Un raisonnement analogue donnerait les invariants d'un 
plus grand nombre de formes. 

Une substitution orthogonale n'altérant pas la fonction 
x\-\- jcl-{- , . .-{- x\^ si l'on considère l'expression 

^aijXiXj -s{x\-x\- ... - ^xl ), 

l'équation en s qui sert à vdimeneTS^^ij^i^j à une somme de 
carrés aura pour coefficients des Invariants àe/jijjXjXj^ rela- 
tifs à toute substitution orthogonale, si je puis m'exprimer 
ainsi, c'est-à-dire que ces coefficients ne changeront pas quand 

^^aijXiXj subira Une transformation orthogonale. Cette pro- 
priété est précieuse et nous en ferons l'application à la 
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recherche des paramètres d'un paraboloïde donné par son 
équation 

(a) \ -^ -^ 

On simplifie cette équation au moyen de deux substitutions 
successives équivalentes à la substitution unique de déter- 
minant I : 

,T = a x' -\- b i' -h c z' -^ OL t'. 

z = ax-^b"y^c''z'-^^t', 
1 = O ^' 4- O j' 4- O >s' -H I . t'\ 

a, 6, c, a\ . . . sont les neuf cosinus bien connus dont le déter- 
minant est i; a, ^, y sont les coordonnées de la nouvelle 
origine. Soit 

(6) SX--^sy- r-l(lz = 

l'équation simplifiée du paraboloïde; 5 et 5' sont, comme l'on 
sait, les racines de l'équation en 5; quant à Q, on l'obtiendra 
en écrivant que le discriminant n'a pas changé. 

En appelant donc A l'ancien discriminant, celui du premier 
membre de (a), et observant que celui du premier membre 
de (6) est — Q255', 

Q2 56'^-A, d'où Q = ^:=-;^. 

XVI. — Contrevariants et divariants des formes du second degré. 

Soit/=^a/y.r/^y une fonction homogène du second de- 
gré ; si l'on pose 

^'^ 2 dx^ - ^'' 7, dx^ " ^'' • • • ' 2 dxa ~ ^"' 

on aura ainsi une substitution linéaire. Si on la fait subir à la 
fonction/, on obtiendra une fonction o (Ç|, ^2? • • •) que l'on 
appelle avec Gauss \di fonction adjointe de f. Nous verrons 
bientôt que cette fonction est un conlrevariant. 
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Nous allons apprendre à former la fonction adjointe. De 

( i ) on tire 

qui n'est autre chose que l'expression pure et simple du 
théorème des fonctions homogènes : pour obtenir la fonction 
adjointe, il suffira d'éliminer ^i, ^r.j,. . . , x^ entre (i) et (2), où 
l'on remplacera /par cp. Or le système ( i) peut s'écrire 

[ «11 a^i-l- «12 372-+-- • --^«IW^//^ $1 > 
1 «21 Xi -h «j 



(3) 



22 ^2 ~^~ • • • "^ ^2n '^ n — Ci ) 
> 



I 



et la résultante est 



(3 bis) 



«11 «12 . . 
«21 <^22 

<^/n «/i2 
$1 U ... 


«2rt $2 

1 • • • • • 



= o. 



On a donc, en appelant Aie discriminant de la fonctiony, 



(4) 



A=p=. 



OU bien encore 

(5) 



«11 «12 . . . Cl\n Çi 
«21 «22 • • • <^2rt Ç2 

<^!i\ «//2 • • • ^nn ^11 



^^ =i;èw" 



Des formules (3) on peut tirer la substitution 



(6) 



^1 = Otii $1 4- ai2 $2 -r • • •+ ^ïn $/<? 
^2 = ^21 Çl "^ *22 Ç-2 + ■ • • 4~ '*2rt \nt 



\ ^11 = 3t,n Çi.-t- a;i2 Ç2 ~i" • • • "+~ ^/t« Ç./J 

et alors la formule (5) peut encore s'écrire 

(7) ?=^a/7S/?y- 
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Théorème I. — Lorsque le discriminant A def s^annule, 
la fonction adjointe ^ est un carré par/ait. 

Il y a là une sorte de paradoxe; en effet, (f et /étant iden- 
tiques, on peut se demander comment, /n'étant pas nécessai- 
rement un carré, (f doit en être un; mais il faut alors consi- 
dérer (p comme défini non plus par l'équation (7), mais bien 
par l'équation (5), où A'^ lui-même sera la fonction adjointe. 

Ainsi, dorénavant, c'est l'expression \^-t — ^0 Sy que nous 

appellerons la fonction adjointe. 

Si / est un carré parfait, l'équation en s sl n — i racines 
nulles ; donc, pour 5 = o, tous les mineurs du premier membre 
de l'équation en s doivent être nuls jusqu'à l'ordre n — 2. 

Maintenant on sait que l'on a 



àaij àa/ci àaij àa^i àan àa^j 

comme A est nul par hypothèse, on voit que tous les mineurs 
du second degré du discriminant de^-r — ^î^j sont nuls; 
A(p est donc bien un carré parfait. c. q. f. d. 



Théorème II. — La fonction adjointe Acp est un contre- 
cariant. 

En effet, la fonction adjointe peut s'obtenir, ainsi qu'on le 
voit à l'inspection de la formule (3), en égalant à zéro le dis- 
criminant de 

Effectuons la substitution 



(8) 



^2 = Y2171 -i- Y2272 + • • .+ T2«7/0 



j 



^« = T/ti7i + ï«272 -+-... -i- Y/m 7//, 
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et la substitution inverse 

i ' 

I )> f , y 

La fonction deviendra 

H =^bijyiyj -h iXn+i (/i tji -:- 7)2/2 - - ... -^ r^njn -+- ^«-hi | ) » 

^bijT^iyj désignant ce que devient^a/y cT/ Xj par la substi- 
tution (8). La fonction adjointe de V^è/yj^'ij^y s'obtient pré- 
cisément en égalant à o le discriminant de H; or H = 0r-, 
en appelant r le déterminant de la substitution (8) : il en ré- 
sulte que les valeurs de cp tirées de = o ou de H = o sont 
égales : donc enfin la fonction. adjointe ^ ou A'^ est un contre- 
variant de /. 

Si/= o estTéquation d'une conique ou d'une surface du 
second degré, . . . , cp = o, (p désignant la fonction adjointe, 
est l'équation de la polaire réciproque de /= o prise par 
rapport au cercle ou à la sphère imaginaire 



2 



xfr-= o. 



Théorème III. — Appelons g ^= A'^ la fonction adjointe 
def\ la fonction adjointe de g sera /A'* ~* . 



Nous avons trouvé 



^^^^=2ê:-^'-^>^2^''^-^'-^^' 



si l'on appelle D le déterminant ^:iz a, ^ a22. . »^iint la fonc- 
tion h adjointe de g sera 






et l'on aura 

^i = a/1 ?i -i- a/2 ?2 -H • . . -+- «/« $«. 
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C'est précisément la valeur de Xi tirée de (6); on a donc 

mais, en résolvant les équations (6), on aurait 

^ _ I f>D ï 11 

Comparant les formules avec (a), il vient 



on a donc 



I dD \)D 



C. Q. F. D. 

Il résulte de là que, si ^r^, x^^ x^ sont les coordonnées 
d'un point, les figures /-= o et ^' = o jouiront d'une certaine 
réciprocité Tune par rapport à l'autre. Ce mode de dépen- 
dance sera étudié plus tard. 



XVII. — Sur les combinants. 



On appelle combinant de n formes homogènes à n va- 
riables 

OÙ les a représentent les coefficients et les x les variables, une 
fonction qui jouit de la propriété de se reproduire par la sub- 
stitution 

F] "^ 3^11 /l -r- ^li/i • ' . .-i- «l/î/rt, 
F2 — ^21 /i -h a22 /i -f- . . . -+- «2/1 /n, 



à un facteur près, égal à une puissance du déterminant 



1- 



*1I^22« • »^nn 
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de la substitution, tout en étant un covariant de ces formes. 
Ainsi, si l'on considère une substitution 



une fonction K sera un combinant, si Ton a à la fois 

K(Fi,F2, ...)=r«K(/„/„ ...), 

K(a, a', . . , Xi, ...') = \^K(bjb'y .. .f ce i, . . . ). 

Le déterminant d'un système de fonctions, le hessien d'une 
fonction sont des combinants. 



XVIII — Sur une propriété générale des formes. 

Théorème. — Toutes les fois qu^une proposition relative 
à des polynômes homogènes ne comprend pas dans son 
énoncé uniquement des covariants ou des invariants, 
on peut toujours en déduire une proposition plus générale 
dont elle n^est qu^un cas particulier et qui, dans son énoncé, 
ne renferme que des invariants ou des coçariants. 

En effet, supposons que la propriété en question résulte 
d'une ou de plusieurs équations simultanées (et il ne saurait 
être question ici d'autres propriétés), ces équations contien- 
dront des variables x et les coefficients a de certaines formes ; 
soit 

l'une d'elles. Si nous effectuons une substitution linéaire, 
elle deviendra 

a! et x' désignant les nouveaux coefficients et les nouvelles 
variables. Si la substitution linéaire effectuée a tous ses coef- 
ficients indépendants, une nouvelle substitution ne modifiera 
pas la relation Fi = f\, en ce sens qu'elle aura précisément 
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la même généralité que celte équation; les deux membres 
de (2.) seront donc des covariants ou des invariants, et les 
formules (2) constituent la traduction algébrique du théo- 
rème général dont les équations (1) sont le cas particulier, 
car on reviendra de la formule (2) à (i) en faisant des hypo- 
thèses particulières sur les coefficients delà transformation el 
sur les coefficients o! , 

Celte mélhode de généralisation des théorèmes d'Algèbre 
a été tout d'abord usitée en Géométrie par le général Ponce- 
let, et c'est ainsi que des propriétés du cercle on a pu déduire 
une foule de propriétés des coniques en mettant le cercle en 
perspective. Nous verrons plus loin que mettre une figure 
en perspective^ cela revient à appliquer à son équation une 
substitution linéaire. 

Il est bien clair qu'une proposition qui dans son énoncé 
ne contient que des covariants ne peut plus être généralisée 
par une transformation linéaire. 

D'après ce qui précède, on voit que le but de la théorie 
des substitutions linéaires est de généraliser les propriétés des 
polynômes, et la connaissance des invariants et des covariants 
fournit leurs propriétés les plus générales et aussi les plus 
simples. 

Il serait donc très important de connaître tous les inva- 
riants et les covariants d'un système de formes, car ce serait 
connaître les propriétés générales de ces formes : nous allons 
procéder à cette recherche. 



XIX. — Démonstration d'un lemme important. 



Considérons /i + s lignes de n éléments chacune, savoir 

i 

1 ••? ' ' ^ •••» ••? 
V ^1? ^î) • • • ï '.!• 
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Avec toutes ces lignes on pourra former C^_^g déterminants; 
tous ces déterminants mis à la place de 6 dans les équations 
dont le type est 

et qui sont au nombre de n{n — i), satisfont identiquement 
à ces équations, comme on le constate facilement à Taide 
d'une propriété fondamentale des déterminants. Réciproque- 
ment, nous allons prouver que les équations (2) ne peuvent 
avoir pour solution % qu'une fonction de ces déterminants. 

Nous décomposerons la démonstration de ce théorème en 
trois parties : 

1** Si £ est négatif, c'est-à-dire si le tableau (i) 11' a pas 
n lignes j les équations (i) n'' ont pas de solution^ fonction 
des a, 6, . . . /. 

2'' Si e =1= o, elles ont une solution fonction du détermi- 
nant des éléments (1). 

3® Si le théorème est vrai pour e = £1, il sera encore vrai 

pour £z=: £^ -t- I. 

1'* Si £ est négatif, le nombre des dérivées de S qui entrent 
dans le groupe suivant : 

ôai obi 

dB ^e , 

'^ ) ' ôai ^ Obi ' 



\ ôai Obi 



est moindre que ai, c'est-à-dire est au plus égal au nombre 
de ces équations ; il faut donc supposer 

ÔB _ dS _ 

dâi"''' Wi" ""' •••' 

ce qui montre que ne saurait contenir les éléments du ta- 
bleau (i). (Nous supposons, bien entendu, qu'il n'existe 
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aucune relation entre les éléments de ce tableau.) Ainsi la 
première partie de notre théorème est démontrée. 

2" Supposons e = u, et soit P le déterminant des éléments 
du tableau (1). Prenons P comme variable à la place de a/; 
nous aurons, en désignant par un rfles dérivées prises dans le 
nouveau système de variables, 

de _ de ôV 

de _ r/e dP ^ ^e 

Substituons ces valeurs dans (3), en observant que les équa- 
tions sont satisfaites pour = P, nous aurons 



(0 



[de d^ 1 _ 

dbi'-^'-dir-''' 



de ^ de , 

6,t-f- . . .-+- , ^,j = o; 



dbi dlî 



les autres équations du groupe (2) ont conservé leur forme, à 
cela près que dy est remplacé par rf. Mais le système (4) con- 
tient n — I dérivées de ; et, comme il se compose de /i — i 
équations, il faut que l'on ait 

de _ de _ d^ _ . 

~ii~ ~~ ^) - - O, . . , ,.- — o, 

ClU£ UCi tlli 

donc ne contient ni 6/, ni c/, . . . , ni //. Pour trouver 6, on 
peut supposer è/ = c/ = . . . =: // = o dans les autres équa- 
tions (2) transformées; le groupe 

de de , de , 

d^j'^'^lbj^'^-- -dfj^'^''" 



de de de _ 

daj dbj dlj 

contient alors l'équation -^ — =: o et prend la même forint 
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que (4)^ d'oLiron conclut que ne contient ni «y ni bj ni Cj^...\ 
en d'autres termes, quand on prend pour variable P et tous 
les éléments du tableau (i) à Texception de rt/, 6 ne contient 
que P et est une fonction arbitraire de P. La seconde partie 
de notre théorème est donc démontrée. 

3° Supposons le théorème démontré pour le cas où le 
tableau (i) possède n -\- z^ lignes, et supposons qu'il en pos- 
sède actuellement n + s» + i . Je dis d'abord que, si l'on prend 
/i 4- I lignes dans le tableau (i) et qu'avec ces n -f- i lignes 
on forme les déterminants P2, P3, . . . , P/i+i qui ne renferment 
pas la deuxième, la troisième, . . ., la /i* "® ligne, on pourra 
calculer les a en fonction de P2, P3, . . . , P/z+i; il suffît pour 
cela de prouver que, si l'on pose, en appelant /i, /o, • • -. In 
la{/i4- i)'-™Migne du tableau (i), 





«j 


ai ... 


^n 


R- 


60 


bi ... 

• • • ■ • • 


ha 


Ics équations 


/o 


Il . . ■ 


In 


'■' £-■ 




— Psj 


• * 



dR 



i> 



seront compatibles, ou, si l'on veul, comme elles sont du pre- 
mier degré en a^^a^ elles n'auront pas leur détermi- 
nant nul. Il suffit pour cela de considérer un cas particulier, 
celui où l'on aurait 

6j=rî, 62—0, ^3=<^ •••' b,i=Oj 
Cl = Oj C2 = I , C3 = O. . . . , Cn = O, 



Il — o, I2 —^ Oj I3 — o, . . . ^ l/i — 1 5 
les équations (5) prennent alors la forme 

Ainsi, s'il n'existe aucune relation entre les éléments du 
tableau (i), on pourra prendre pour variables à la place de 
^1,^2, . . . , an ces déterminants P2, P3, . . . , P/^+i . 



.1^2 CHAPITRE X. 

Désignons par un d les dérivées quand les Pg, . . . , P«+i , les 
/>, les c, . . . sont variables indépendantes 5 on aura 



de de âP. de dP. 



Ocii dVi âai dVi àai ' * " ' 

oe _ de_ dat de àP^ de 

ôiri~ dPl àPl'~ dPl 'dâi~"''~ dbi' 



en observant alors que les équations (2) ont pour solutions 
les P, ces équations deviennent 

de , de ^^ 7 _ 

'dht^'^dFi''''^'"^ dii'' ""' 

Ces équations, par hj^pothèse, ne renferment que les va- 
riables d'un tableau à /i H- £| lignes; elles n'ont donc d'autres 
solutions que les déterminants que l'on peut former avec les 
éléments de ce tableau ou leurs fonctions arbitraires, pouvant 
par suite renfermer P^, P3, . . . , Pn-^tj ce qui revient à dire 
(|ue B est une fonction de tous les déterminants que Ton 
peut former avec les éléments du tableau de n -f- î| -r i lignes. 
Notre théorème est donc démontré. 



XX. — Recherche des covariants et des confxevariants 

des formes linéaires. 

Soient 

.y 11 y^t • • •' y ni 



des variables cogrédientes, et 



«1, ^2, • • • ) ûf/ij 
^1> ^2) • • • •. C//, 



des variables contragrédientes, un certain nombre de ces 
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variables contragrédientes, toutes même {voir p. 253), pou- 
vant être les coefficients de formes linéaires, telles que 

A = «1 a?i -t- a2 372 -f- . . . -f- an^m 



Soit S(ai y «2, . . . , è^ , èa, . . . , X| , ^Ta, . . . ) un contreva- 
riant de ces formes ; si Ton effectue la substitution unimodu- 
laire 



on aura 



7i=7i + V2» r2=7'2, ..., r«=7n, 



J 



(Z^ — Clij Cl 2 — (I2 ~f~ ^ ^1) ^^3 — ^3i • • • j 

b\ = bi, b'j^ = b^-^-lbi, b'^ = bz, ..., 

Cj = Cj, C2 = C2 -h ACi, C'j = £13, • • • j 



les lettres accentuées désignant ce que deviennent les lettres 
non accentuées après la transformation. 
On aura ensuite 

1 

ou bien 

Egalons les coefficients de )^ dans les deux membres, après 
avoir développé le second membre par la formule de Taylor ; 
nous aurons 

de de 

o = «1 -7 h . . . — X^ ... 

oai oxi 

ou, plus généralement^ 

/ , de , de de de 

^'^ ^'d^-^^'d6;.^--- = ^^d^^-^>d^-^---- 

Telles sont les équations auxquelles doivent satisfaire tous les 
invariants, divariants, covariants et contrevariants des formes 
linéaires. 

L. — Traité d'Analyse, 1. 18 
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Introduisons, s'il le faut, assez de variables contragrédienles 
pour que le nombre des fonctions linéaires 

Aa- = «1 iTi -h a2 3^2 -^ . • . -4- ûf/i X,i , 
B^ = ^1 â?i -h ^2 ^2 -- • • • -+- ^n Xn-, 



soit supérieur ou au moins égal à /i; on pourra, aux variables 
X\^ OTa, . . ., ^/î substituer n des nouvelles variables A^;, Bj-, 
Cj:, . . . , aux variables yx^y^^ . . • ^yn substituer les variables 
A^, Bj, Cj, ..., en désignant ainsi ce que deviennent Aa-, 
Bjr, . . . quand on y remplace x par j^, .... Désignons par 
un d les dérivées prises par rapport au nouveau système de 
variables; nous aurons 

dS de de dX^ de dB^ 



ôai dai dkx àai dhx àai 

de _ dje_ dkx de ôb^ 

àxj dkx àxj dBx àxj 



Substituons ces valeurs dans (i) et observons que cette équa- 
tion est satisfaite en posant % = Aj?, B^., . . . , A^, B^^, . . .; il 
viendra 

^e i, de 7 ^^ _ 

Gi -i -H Oi -77- - - . . . -f- Il —j- — O. 

auj aOj alj 

Les équations contenues dans ce type n'admettent pas d'autres 
solutions, comme on l'a vu au paragraphe précédent, que des 
fonctions arbitraires des déterminants que l'on peut former 
avec les variables contragrédientes; dans l'expression de ces 
fonctions pourront entrer Aj^, B:r7 • • • , qui ne dépendent pas 
des rty, èy, ... au point de vue où nous sommes placés; donc: 

Tout contrevariant de formes linéaires, dans lequel il 
entre suffisamment de variables contragrédientes j est une 
fonction : i^ de ces formes, 2" des déterminants que Von 
peut former avec les variables contragrédientes , y com- 
pris les coefficients des formes. 

On dit quelquefois aussi que le contrevariant peut contenir 
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les covariaDts identiques qui sont les déterminants formés 
avec les variables cogrédientes, mais ces covariants sont fonc- 
tions des formes et des déterminants des variables contra- 
grédientes. 

Les invariants et les covariants étant des cas particuliers 
des contre variants, on voit que moins de n formes à n va- 
riables et du premier degré n'ont pas d'invariant. Plus de n 
formes linéaires à n variables ont pour invariants les déter- 
minants que l'on peut former avec leurs coefficients, et en 
général leurs fonctions. Les covariants en contiennent outre 
les formes elles-mêmes. 



XXI. • Recherche des covariants et des contreTariants 

des formes quelconques. 

Théorème L — Tout contrevar tant (V une ou de plusieurs 
formes peut être considéré comme un contrevariant de 
plusieurs formes dans lequel les coefficients des nouvelles 
formes n^ entrent qu'au premier degré j contrevariant dans 
lequel on suppose certaines formes égales après coup. 

Soit, en effet, <p( a, a', a", . . .) un contrevariant d'une forme 
ayant pour coefficients a, a', a" , ... ; soient 6, U , b" , ... les 
coefficients d'une autre forme de même degré m. La quantité 

sera un contrevariant des deux formes, car 

<p ( a -4- X6, a' -^-\b'j . . . ) 

est un contrevariant des deux formes, quel que soit \\ le 
coefficient de \, qui n'est autre chose que l'expression (i), 
est donc aussi un contrevariant des deux formes; or le nou- 
veau contrevariant (i) ne contient plus les a qu'à un degré 
inférieur à m d'une unité, appelons-le <pm-i- Soient encore c, 
c', c", ... les coefficients d'une nouvelle forme d'ordre m. 
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La quantité 

oa oa oa 

sera un contrevariant ne contenant plus a, a', a'', . . . qu'au 
degré m — 2, appelons-Ie 'fm_2, et ainsi de suite; cpi ne con- 
tiendra plus les a, les 6, les c, . . . qu'au premier degré et 
l'on aura, en faisant a = è = c = . . . , en vertu du théorème 
des fonctions homogènes, 

?p,„_i=m{p, {p;„_j — (m — i){p^_i, ..., ©i=2çpj, 

et par suite 

0,— m(m — i)...2.i(p; 

cpi est donc égal, à un facteur numérique près, au contreva- 
riant donné, quand on y suppose ût = 6 = c = . . . , et il con- 
tient les a, les b, les c, ... au premier degré seulement. 

c. Q. F. D. 

Théorème II. — Quand un contrevariant de plusieurs 
formes ne contient les coefficients de ces formes qu'au 
premier degré, on peut le considérer comme un contreva- 
riant de plusieurs formes linéaires. 

Soit aijff... un coefficient de l'une des formes 

de telle sorte que, si l'on fait 

ciijk... — a^a\a^, , ., 

la forme se réduise à («i^i -|- a2.r2 + . . .-h a„^„)'"; soit 
ç(<^/y>...î . . .) un contrevariant; soit F le déterminant d'une 
substitution qui changera a/yA... en fc/y*...; on aura 

Si, en particulier, on considère la forme 

laquelle devient après la transformation 

( ^i/i -H b^yi -i- . . . -4- bnyn )'", 
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il est clair que Ton aura 

le contrevariant copsidéré peut donc être considéré comme 
dérivant d'une forme linéaire, dans lequel on remplacerait les 
produits tels que a\a!^al . . . par ciij^k...' Réciproquement, 
si l'on connaît un contrevariant ^(a\a-!^. . .) de plusieurs 
formes linéaires, on peut en déduire un contrevariant d'une 
forme de degré égal au degré de ce contrevariant en rempla- 
çant a\a'!^ . . . par a/y^.... En effet, la substitution qui change 
«/yA... en è/yA... change ai en è/, ay en 6y, .... 
Cette même substitution, changeant 

^{a\a{...) en T^ri{b\b{ . . .\ 

changera 

^(ctijA'"} en T^rD{bijji....). 

Des deux théorèmes précédents il résulte qu'il suffit de 
considérer les contrevariants des formes linéaires pour en 
déduire tous les contrevariants des autres formes. 



XXII. — Méthode de M. Gayley. 

C'est M. Aronhold qui a ramené la recherche des contre- 
variants à ceux des formes linéaires, mais M. Cayley {Cam- 
bridge and Dublin mathematical Journal, t. I; Journal 
de Crelle, t. 30) avait antérieurement fait connaître une 
méthode qui donnait tous les contrevariants; il est facile de 
déduire cette méthode de ce qui précède. Soient 

biXi - biXi-^ . . . - bnX,.,j 



des formes linéaires, et 

(0 ^{a\a{,.,b\b'^..,) 

un contrevariant de ces formes; si l'on y suppose 
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on obtiendra un contrevariant de formes de degré plus élevé 
et Ton pourra même après coup supposer a = 6 = . . . . 

Avant de faire cette hypothèse a == 6 = . . . , désignons par/ 
la forme qui a pour coefficients aij,,,^ par g celle qui a pour 
coefficients 6*/...» etc.; on a évidemment, à un facteur numé- 
rique près, 



an = 



'■'■' dx\ dx{ . . . 
en sorte que le contrevariant (i) pourra s'écrire 



? 






le ' le 

dXt dx^ 



à la condition de remplacer les produits, tels que ~ -^. ••• 

ôx\ dx^ 

par — : :-:— • 

dx\ dx{ . . . 

Ainsi, pour former les contrevariants, on peut dans les 
contrevariants des formes linéaires remplacer les coefji- 



àf df 



à la 



cients de ces formes par les symboles -^j --—^ •••> 

0X\ ox^ 

condition de remplacer les puissances de ces symboles el 
leurs produits par des dérivées d'ordre supérieur. 

Or les contrevariants des formes linéaires sont des fonctions 
des formes et des déterminants de ces formes; en considérant 
les variables conlragrédientes comme des coefficients de 
formes linéaires, les contrevariants des formes f g^ • • • 
pourront donc être représentés comme des fonctions de 
déterminants, tels que 



à/ 


à/ 


à/ : 


dxi 


àxz 


àXfi < 


dg 


àg 


àg 


dxi 


dxi 


dXn ' 


* * • 

>• 
Çi 


• • ■ • < 

u ■ 


• • • • 



où ^1, $2? •••? ?« sont des variables contragrédientes. Les 
fonctions ainsi obtenues ne contiendront les coefficients de /, 
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gt ' » ' qu'au premier degré ; mais, en prenant /= ^ = . . . , 
on aura des contre variants plus généraux après coup. 

Si l'on s'attache plus spécialement à la formation des inva- 
riants, on devra former exclusivement des fonctions des dé- 
terminants, tels que 

dXi dXi ' ' ' ÔXn 

dg^ àg_ àg_ 

dx\ âxi ' ' ' ôXfi 

• •• •■• ••• ••• 

et les prendre à un degré, par rapport aux dérivées, égal au 
degré des formes, afin que les variables disparaissent. 



XXIII. — Application des théories précédentes aux formes binaires. 

Invariants. 

• 

Tout polynôme entier en ^,/(cr), peut être considéré comme 
un polynôme entier à deux variables en x et^, homogène, 
dans lequel ^= i. En effet, soit n le degré de/; il est clair 

que /''/(- j est le polynôme homogène en question. La 

ihéorie des formes binaires n'est donc au fond qu'un complé- 
ment de la théorie des polynômes entiers à une variable. 

Théorème. — Tout invariant (Tune forme binaire est 
une fonction symétrique des racines de U équation obtenue 
en égalant cette forme à zéro; cette fonction ne doit con- 
tenir que les différences des racines en question; enfin 
dans chaque terme les racines doivent toutes entrer un 
même nombre de fois. 

D'abord il est clair qu'un invariant, devant être une fonc- 
lion entière des coefficients de la forme, sera fonction symé- 
trique des racines; de plus, si l'on augmente chaque racine 
deX, ce qui revient à faire une substitution linéaire de mo- 
dule I, un invariant ne doit pas changer. Or les différences 
des racines ne changent pas : et d'ailleurs, pour que ces diffé- 
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rences ne changent pas, il faut et il suffit que les racines aug- 
mentent d'une même quantité. L'invariant restant constant 
en même temps que les différences des racines est donc une 
fonction de ces différences. 

Faisons maintenant la substitution 

ce qui revient à faire dans/(^) = o 

_ \x' -^ \ky' Xx' -^ \l\ 

k X -r- [Ly A X -i- IL 

l'invariant est multiplié par (Xjjl' — ^V)^. Une racine Xt de- 

\x' -\- uJ . 

vient ^, } ; > la différence Xt — X2 devient 

A X^ — f- |X 

\x\-^\k \x'^-h\i _ ('kii.' — V\i)(x\ — or'^) , 



I \> 



pour qu'une somme de produits des différences des racines 
ne soit multipliée que par un facteur, il est nécessaire qu'une 
racine entre un même nombre de fois dans chaque terme. 

Il résulte de là que l'invariant le plus simple d'une forme 
binaire est son discriminant , c'est-à-dire le produit des 
carrés des différences de toutes ses racines. 

Si l'on considère la {orme f{x , y)^\e discriminant de cette 
forme est le premier membre de la résultante des deux équa- 
tions 



OU 



c'est-à-dire 



àf àf àf 



àf /. 



En égalant le discriminant à zéro, on exprime que/= a 
une racine double ou que/(:r,jK) a deux facteurs linéaires 
égaux. Or, en égalant à zéro le produit des carrés des diffé- 
rences des racines ou le dernier terme de l'équation aux carrés 
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des différences, on obtient la même condition ; le discriminant 
est donc le dernier terme de Téquation aux carrés des diffé- 
rences : c'est évidemment le plus simple invariant. 

Théorème II. — Tout cos^ariant d'une forme binaire 
est une somme de produits de différences des racines et de x 

lou-j dans lesquels toutes les racines entrent un même 

nombre de fois (démonstration analogue). 

Voici maintenant un moyen de former des invariants, qui 
s'appliquerait aux fonctions de plus de deux variables, mais 
qui conduirait pour ces fonctions à des calculs très compliqués. 

Soit n le degré d'une forme binaire /(^, y) et soit |jl le 
degré d'un invariant que l'on se propose de calculer. Un 
invariant, étant une somme de produits des différences des 
racines, homogène par rapport à ces racines, aura tous ses 
termes de même poids. 

Faisons la substitution x =^ y, y = x' ; cette substitution^ 
de module — i , a pour effet de changer le coefficient a/ de la 
forme en an-i', en appelant alors a, p, . . . les indices d'un 
terme de l'invariant, on doit avoir 

OU, en appelant/? le poids de l'invariant, à savoir a -|- p -f- . . . , 

p = ^xn — p ou /? = ^ jin. 
Le produit jx/i doit donc être pair; donc : 

Une forme de degré impair n'a pas d'invariant de degré 
impair. 

Le poids de l'invariant étant connu, sa partie littérale est 
déterminée; il ne reste plus qu'à calculer ses coefficients, ce 
qui se fera au moyen d'équations que nous allons faire con- 
naître. 

Soit V l'invariant cherché, il ne doit pas changer quand on 
remplacer par x-^-yZx] donc, en appelant Za^yZa^^ha^, . . • 
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les variations que subissent alors les coefficients ao, cii, . . . , 

(le la forme, on doit avoir SV = o ou 

dV. dV. dV. 

aao </tZi oUf 

d'un autre côté, la forme elle-même est devenue 

OU 

aoX^-\ — a7'»-*(ao j3j7 -h ai) 

n(n — I ) , ,^ , ^ . 

H {aoy^ojc^-^ laiyox -r- «2)-!-...; 

donc 

Sao^^o, (jai= aQ y ojCj oai= ^aij'OXy ..., 

et par suite on a, en remplaçant dans (1) S^o? Sa^,. . . par 
ces valeurs, 

i'i) - — ao -'- :>. -7 — ai -f- 3 -r — aj -i- . . . = o. 

oai âai oa^ 

On trouve de même 

(3) an^i-, a„-i-r-. ..= o. 

oa,i-i oan-i 

Pour montrer Tusage que l'on peut faire de ces formules, 
cherchons Tin variant biquadratique d'une forme cubique. 

Ici Al =7 3, [jL = 4> /^ = 6; rinvariant cherché V est de la 
forme 

V = Xalal - Ba'ao - Ca^a] -•- Dala]-h Ea^aïa^az. 

L'application de la formule (2) donne 

3G-i-2Er=o, jiD-i-eB i-3E-^o, E-i-6A = o, 4D + 3G = o; 

d'où l'on tire, en posant E= — 6, 

A = i, B = 4, G = 4, D = -3; 
l'invariant cherché est donc 

<^3 ^0 "^ 4 ^3 «0 -T- 4 ^3 ^î ^— 3 a| a J — 6 ao a2 ai as : 
c'est, comme on peut s'en assurer^ le discriminant de la forme. 
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Cette méthode est applicable aux covariants et aux Inva- 
riants de toutes les formes et même de plusieurs formes 
simultanées, mais elle se complique. On a songé à l'employer 
pour la détermination de la résultante de plusieurs équations ; 
on peut en voir des exemples dans la Théorie générale de 
V élimination ( ' ) du chevalier Faà de Bruno. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Les invariants des formes binaires jouent un rôle important dans 
la théorie des équations; les invariants d'une forme /(j:,^) sont, 
comme on Ta vu, les fonctions des différences des racines de l'équa- 
tion /(;»)= o. Parmi ces fonctions, il faut distinguer le dernier 
terme de l'équation aux carrés des différences, qui peut se mettre 
sous la forme 

OÙ ai, aj, . . . sont les racines de/(j7) — o, et encore sous la forme 



Sq Sy 

■ • ■ • ■ • 

I 



Sn 

« • • ■ 



«0,^1,... désignant les sommes ^a^, ^a, ^a*, ... Ce résultat 
s'obtient en faisant le carré du déterminant 



I 

ai 

.n-\ 



a 



I 

«2 



I 

• • • • 



qui est le produit des différences des racines ai, a2, . . . , «/i. Ce produit 
des carrés des différences des racines est le discriminant de/(j7,^); 
en l'égalant à zéro, on a la condition pour que/(a:) = o ait une racine 
double. 



(') Grand in-8; iSSg. Paris, Gauthier-Villars. 
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2. Une forme binaire de degré n a autant de covariants du degré 
/?, par rapport à ses coefficients, qu'une forme binaire du degré p a 
de covariants du degré n par rapport à ses coefficients (loi de réci- 
procité de M. Hermite). 

7.171 'jLm(2m — i) 

d. CLQUim ai aj/M-i H <ï2<^2/n-2 -+"• • • 

I I .'2 

I im{im — \). . .(m ^-i^ 
•1 l.l.S. . .Ht 

est un invariant de 



4. aobfi — boa„ {aibn-i-~bia,i-i) 



n(n— i) , , , V 



1 .2 

est un invariant des formes 

quand n est impair. 

5. (aiao — a\)X'-r-{aQa^ —aia^)xy -^{a^a^ — ^1)7' 
est un covariant de 

a^x^ -T- "^aiX^y -i- "ia^xy^-^ ctzy^' 

N.-B. — Voir le Traité d'Algèbre supérieure de M. Salmon (* ), et 
les Leçons sur la Géométrie par M. Clebsch, recueillies et com- 
plétées par LixDEMANN et traduites par Adolphe Benoist (*). 

• 

6. Soient/1,/2, . . . ,/rt-Hi des fonctions homogènes et de même degré 
des variables arj, a^j, ..., ar^ et cpi, cpj, ..., cp^^_i les déterminants 
fonctionnels que l'on peut former avec n de ces fonctions. 

Démontrer que/1,/2, ...,/rt-Hi sont proportionnels aux détermi- 
nants fonctionnels que l'on peut former avec n des fonctions 
^i> ^2) • • •) ^/n-i et prouver que l'on a 

^à \àxn âx^ âXy dxnj 

(•) In-8; i885, Paris, Gauthier-Villars. 

(=*) Trois volumes grand in-8; 1879-1880-1883. Paris, Gauthier-Villars. 
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On s'appuie sur les relations 

(Clebsch, Journal de Crelle, t. 70). 



CHAPITRE XI. 



SUR L'ÉLIMINATION. 



I. — Définitions. 

Eliminer x,y^ z, . . . entre un certain nombre d'équations, 
c'est, dans l'acception la plus large du mot, trouver une ou 
plusieurs équations qui soient des conséquences nécessaires 
des équations proposées etqui ne contiennent plus^,^', >5, . . . 

Cette définition peut être transformée : considérons les 
équations 

dans lesquelles cp^, cp2, . . ., ^n^i désignent des fonctions de 
Xi, X2y . . . , x,i. Supposons que Ton ait pu former une con- 
séquence nécessaire R = o de ces équations, ne contenant 
plus Xij X'if . . . , Xn- R = o étant conséquence nécessaire 
des équations (i)ne pourra avoir lieu que si c?s équations sont 
satisfaites en même temps, c'est-à-dire que si elles ont au 
moins une solution commune, et elle aura lieu dès que 
ces équations auront une solution commune. 

Ainsi éliminer Xi^ x^^ ... entre des équations données, 
c'est trouver la condition nécessaire et suffisante pour que 
ces équations aient au moins une solution commune. 

La condition nécessaire et suffisante, R =^ o, pour que les 
équations (i) aient une solution commune, est ce que l'on 
appelle la résultante Aes équations (i). 

On ne possède aucune règle générale pour trouver la résul- 
tante de deux ou plusieurs équations transcendantes. Il est 
souvent fort difficile de déterminer la résultante de plusieurs 
équations algébriques qui n'affectent pas la forme entière. 
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Lorsque l'on veut éliminer ^^j 0:2, . • . , ^/i entre des équa- 
tions telles que(i), où (pi, <p2î • • •> f/i+« désignent des poly- 
nômes entiers, on se propose généralement de déterminer la 
résultante R = o, de telle sorte que R soit un polynôme entier 
par rapport aux coefficients de «p^, <p2, ... et de degré mini- 
mum par rapport à ces coefficients. R est alors déterminé, 
comme nous le verrons, à un facteur numérique près. Nous 
déterminerons même ce facteur numérique, et alors le poly- 
nôme R sera ce que nous appellerons le résultant ou 
Véliminant des fonctions <pi, <p2> •••> 'fn+i par rapport à 



II. -- Coefficients, arguments, poids, etc. 

Si nous considérons un polynôme quelconque entier 
en Xi, X21 . . . , x,i, ses termes se composeront en général de 
deux groupes de facteurs; les uns contiendront les variables 
^1, X2, .. ., les autres en seront indépendants. Le groupe 
de facteurs indépendants de x^, x^-, . • . dans un terme sera 
le coefficient du terme, l'autre groupe en sera V argument. 
Ainsi, dans le terme laxy, l'argument est xy et 2a est le 
coefficient. 

Etant donné un polynôme entier, nous le rendrons souvent 
homogène ; pour cela, nous introduirons dans chaque terme 
un facteur fictif qui sera une puissance de t, que nous suppo- 
serons égal à i; cette puissance de t sera choisie de telle sorte 
que le degré du terme qui lui est relatif devienne égal au 
degré du polynôme dont il fait partie. La variable t sera tou- 
jours supposée faire partie du coefficient et non de l'argument 
du terme auquel elle a été adjointe. 

Cela posé, nous appellerons poids d'un, terme le degré de 
ce terme par rapport à la variable t\ par exemple, dans le 
polynôme 
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qui, rendu homogène, devient 

UqX'^ -i- ai tx"^-^ H- ... -f- a/ Vx"^-^-\- . . . , 

a//' est de poids /, a/ est de poids t. 

Le poids d'une fonction quelconque des coefficients de 
plusieurs polynômes sera le degré de cette fonction par rap- 
port à la variable fictive t. Ainsi, par exemple, si Ton consi- 
dère les polynômes de degrés m eln 

^^aijkxiyJzf' et ^6/y^ar'>/^^, 
la fonction 

sera de poids 

et ainsi de suite. 

Théorème., — Les solutions {quand elles en ont) des 
('équations entières en x^, x^^ . . . , ^^ 

(l) ?1~0, ©2=0, ..., <prt=o 

sont des fonctions de poids égala i . 

En eflTet, supposons que X\^ a^, x^^ a^^ . . . , ;r,. = «« 
soit une solution des équations (i); changeons la variable 
fictive t qui donne le poids en kt\ un coefficient P des équa- 
tions (i) de poids p deviendra VkP^ mais, dans ces circon- 
stances, les équations seront satisfaites en posant 

les solutions sont donc des fonctions homogènes de t du 
degré i : leur poids est donc i . 

Il résulte de là que, si une fonction des solutions peut 
s'exprimer rationnellement au moyen des coefficients des 
polynômes cp, son poids sera égal à son degré pris par rapport 
aux solutions qui entrent dans son expression. 

Cette remarque est de la plus haute importance dans ce 
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qui \a sui\Te, et nous dispensera de faire un certain nombre 
de démonstrations directes qui présentent généralement des 
difficultés. 



III. — Fonctions symétriques des racines d'une équation. 

On diip^eWe fonction symétrique Ae quantités ai, aa, ..., a,„ 
une fonction qui ne change pas de valeur quand on permute 
ces lettres d'une façon quelconque. 

Pour former les fonctions symétriques des racines d'une 
équation, on forme d'abord les sommes des puissances sem- 
blables des racines, et voici comment : 

Soit 
(1) çp(a:)= aQX'*^-\- aiX^-^-+-, . .-4- a„i= o 

une équation du degré m, ai, a2, . . . , oLm ses racines; on aura 

^{X)= ao(x — OLi) (x — %2) ... (^ — «m), 

ou, en prenant les dérivées logarithmiques des deuxmembres, 



(f{x) X — ai X — 7.2 X — a,;i 

Développons — — - en série ordonnée suivant les puis- 
sances de -j et soit ** H — ^ +. . . ce développement; déve- 
X X x^ . rr » 

loppons également le second membre de la même façon, en 
observant que 



• 




I 






I 

X 


-h 


a/ 
^2 


-+- 


a/ 
x^ 


-+-. 


• 


X — 


-a/ 


• • ) 


nous jurons 
























£0 

X 


-+- 




Si 

x^ 


-+- 


• • 




tn 

X 


-+- 


Sa 
x^ 


-+- 


Sa* 

x^ 



et, en égalant de part et d'autre les coefficients des mêmes 
puissances de -1 

L. — Traité d'Analyse^ 1. 19 
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Donc : la somme des puissances /^'»« des racines d^une 
équation (f(^x) = o est le coefficient de -^^ dans le déve- 

loppement de — — - ordonné suivant les puissances de -• 

On verrait de même que la somme des puissances — i^^^' 
des racines est le coefficient de x^~^ dans le développement 

de ^ , { ordonné suivant les puissances croissantes de x 

(quand il n'y a pas de racine nulle). 

Plus généralement, soient f{x) une fonction entière quel- 
conque et E(j:) un polynôme entier en x convenablement 
choisi; on a 

A^^ = ^(x^-^S- -^-^ • 

le coefficient de - dans le second membre développé suivant 
les puissances de - est \^ '^(~y donc 

I® La somme y -rrA ^st le coefficient de — dans le dé- 
veloppement de ) \ ordonné' suivant les puissances de -• 

2° Si le polynôme f{x) est de degré m — 2 au plus, le 

I f{x^ 

coefficient de - dans ) [ sera nul ; donc,/(^) désignant un 

X vP 1 X j 

polynôme de degré m — 1 au plus et ^(x) un polynôme de 
degré m, ol une quelconque des racines de ^{x) = o, on a 

et y en particulier, 

et 

y g^-* _ _i 

«0 désignant le coefficient de x"^ dans f (^). 
Ce dernier théorème est d'Euler. 



SUR l'élimination. 291 

3** Si l'on suppose f{x)=z ^'(^x)¥[x)y Y {x) désignant 

un polynôme quelconque, onvoitque^¥[(L) sera le coef- 

ûcient de - dans le développement de ^ , , suivant les 

puissances de - • 

Ce dernier théorème aura encore lieu quand ^{x) = o aura 
des racines multiples, pourvu que, si a est une racine d'ordre 
de multiplicité t, on fasse figurer i fois le terme F (a) dans 

\ F(a); et cela, en vertu de la continuité des racines par 

rapport aux coefficients. 

Les sommes ^o, 5<, ... pourront se calculer ainsi, soit par 
une simple division, soit par la méthode des coefficients indé- 
terminés ; 5o, 5i , ... sont respectivement de poids o, 1,2, ... 
et entiers par rapport aux coefficients a^, a^, . . . mais non 
par rapport à a^. 

En général, on a, en appelant toujours a^, a2, ... les ra- 
cines de cp {x) = o, 

— y «2 . . . y-a-K «ft 

Il résulte de là que, quand on aura formé les fonctions 
y ol\ ou Sq, Si, S2y . . . , on pourra former les fonctions symé- 
triques de la forme ^a^a-^; quand on aura formé celles-ci, 

on saura former celles de la forme ^ a^ a-^ aj . . . , et ainsi de 

suite ; on saura donc former les fonctions symétriques entières 
quelconques des racines d'une équation algébrique. D'après 
la manière dont nous avons procédé, on voit que : 

Toute /onction symétrique rationnelle des racines d^une 
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équation algébrique s'exprime rationnellement au moyen 
des coefficients de V équation; 

et même : 

Toute fonction symétrique entière des racines d'une 
équation est une fonction entière des coefficients divisés 
par le coefficient de la plus haute puissance de x dans 
r équation. 

Si l'on divise ^' {x) par ^ {x) en ordonnant le quotient 

suivant les puissances ascendantes de -> le coefficient du pre- 

mier terme est /n, celui du second est ^-y celui du troisième 

a© 

est ( — 1 — 2 — ? etc., et Ton voit facilement que ces coeffi- 

cients ont des degrés croissants d'une unité par rapport à 
«1, a2'i • . .; donc, en général, si est de degré /, entier par 
rapport aux coefficients a^^ «a, . . ., mais son dénominateur 
est a\. D'après la manière dont on forme une fonction symé- 
trique, on voit que : 

Toute fonction symétrique entière des racines d'une 
équation de degré 5 par rapport à ces racines sera une 
fonction rationnelle des coefficients dont le numérateur 
sera de degré 8 au plus par rapport aux coefficients et de 
poids 5, et dont le dénominateur sera la puissance 8 du 
coefficient du terme de degré le plus élevé dans l'équation. 

Le nombre 8 est un maximum, pour le degré du numérateur 
bien entendu; en effet, par exemple, le produit des racines 

deç r=: o est— ^; le numérateur est du premier degré, bien que 

le produit des racines soit de degré m. 

IV. — Résultante de deux équations. 

Nous allons montrer comment on peut trouver la résul- 
tante de deux équations algébriques de la forme 

(i) cp(a:) = o, ^{x) = o, 
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cp et <J> désignant deux polynômes entiers en x que nous sup- 
poserons des degrés m el p. Nous supposerons aussi que *cp 
et ^ contiennent un paramètre z, de sorte que cp et ^ seront, 
si l'on veut, des polynômes entiers en j? et ^ de degrés m 
et p. Soient ai , a2, . . .^ ol^, les racines de «p (x) = o ; la résul- 
tante pourra se mettre sous la forme 

Cette équation exprime, en effet, qu'une au moins des 
racines de «p = o appartient à ^ = o. La résultante peut évi- 
demment aussi se présenter sous la forme 

Pi , P2» • • • désignant les racines de t}^ = o, ou même sous la 

forme 

(«1— Pi)... («m— ?i)(ai— 3j)... (atm— ?2)... =0 
ou 

n(«i-?y) = o; 

et l'on voit que le premier membre de cette dernière équation 
est, à un facteur indépendant de z près, égal aux premiers 
membres de (2) et (3). D'ailleurs le premier membre de (2) 
est symétrique en a^ , . . . , cum, et par suite rationnel par rap- 
port aux coefficients de (p et ^. 

Le degré de ^(a^) par rapport à z est p, car tous les 
termes sont du même degré jd par rapport aux variables x elz\ 
oLi étant de degré i, d'après ce que l'on a vu § II, il en ré- 
sulte que le premier membre de (i) est au plus du degré mp 
par rapport à z. Ainsi : 

Théorème. — Le degré de la résultante de deux équa- 
tions de degrés m etp est égal, au plus, au produit mp des 
degrés de ces équations» 

L'expérience montre que la résultante peut atteindre le 
degré m/?, et que, par conséquent; elle l'atteint effectivement 
dans le cas le plus général. 
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V. — Transformation de la résultante. 



Supposons ao= 1 et considérons le polynôme du second 
degré en $07 iu • • •> Im-t 

le signe ^ s'étendant à toutes les racines a de cp (x) = o. 

Le discriminant de ce polynôme Q relativement aux va- 
riables Ç est égal au discriminant relatif aux variables 



(2) 






a 



m— 1 
1 



Ç//1-I5 



*2 Ç/«— 1 > 



qui estTT-r— T-T-T — multiplié par le carré du déterminant de 
la substitution (a) 



I «1 



I a„i a;;i 



a 



w — 1 



a 



m— 1 
m 



mais ce déterminant est égal au produit des différences que 
Ton peut former avec a,, ao, . . ., a,„. Pour évaluer ce pro- 
duit, on observera que 

et, en faisant ;r = ai , 



X — a 



(ai — a2)(ai — «3). . .(aj— a,„) = cp'(ai); 

le déterminant en question a donc pour carré n<p'(a), et le 
discriminant de la fonction O est „ , , ^ > c'est-à-dire l'inverse 

^ n ^{ol) 

du premier membre de la résultante des équations ^ = 0, 
^ = 0, 
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Posons maintenant 



- -^jT =z Xq~ 



2 



2(J$. -•^'' ~^?'(a)4-(a) 
I dO 









2 d^i ~'''~2à^'{0L)^{0L 



) 



et prenons pour nouvelles variables Xq, x^, . . . , ^/, ... La 
résolution de ces équations par rapport aux u se fera comme 
il suit : 

Appelons )^o, ^i, • • -, '^m-i les coefficients de l'équation 

-îi^ = o qui admet toutes les racines de cp(:r ) = o excepté a/, 

multiplions les équations (3) respectivement par )^oî ^i? • • • 
et ajoutons-les ; nous aurons 

' CD r 3/ ^ 

mais ).o-i->^ia/+- • • + ^/n-iaf~* est ce que devient ^ _ ^ ■ 
pour x = 7.i, c'est-à-dire ?'(a/); quant au premier membre 
de Téquatlon précédente, on peut l'écrire J_^. > en conve- 
nant de remplacer les exposants de x par des indices dans le 
développement de ce polynôme. On a alors 

(4) ' ^^-ifi +("'•) ^-«'■' 

et l'équation devient 

ou encore 

^cp'(a/) a? — a/ ;r' — a,- 

En convenant de faire ^ • = j:/, cette formule peut s'écrire 
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mais on a (p. 291), en supposant /? 5 ''^î 

^cp'(a/) x — fti ^^ ^ 

la formule (5) devient alors 



X — X 



La fonction Q peut donc s'obtenir en faisant x^= 0^^=^ Xj 
dans le développement de 



^{x)o{x') — ^(x')o{x^ 
x' X 



Appelons I le discriminant de Q par rapport aux x^ J son 
discriminant par rapport aux w, S le déterminant de la sub- 
stitution (3); on aura 

J = I5« ou 1= i; 
mais J est éeal à „ ,, , . , , ; quant à ^r> il est éeral à 

^ no(a)i]>(a) ^0* ^ 

n4.«(a)cp'(a); 
on a donc 

De là cette conclusion : 

La résultante des équations cp = o, ^{^ := o est le discrimi- 
nant du polynôme du second degré obtenu en remplaçant 
j:' et x'^ par Xt dans le développement de V expression 

^{x^^{x'\ — o(a?)<j^(a:') 
X' — X 

L'analyse extrêmement remarquable qui précède est due à 
M. Hermite. Auparavant Bézout, Cauchy et M. Cayley avaient 
indiqué des moyens équivalents pour trouver la résultante, 
mais il paraissait difficile de montrer directement l'identité 
de leurs résultantes avec l'équation II A(a)= o. 
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Nous nous bornerons ici à exposer la méthode de M. Cayley, 
les autres étant exposées dans les Traités élémentaires d'Al- 
gèbre. 

VI. — Méthode de M. Gayley. — Recherche de la racine commime. 

Conservons les notations des paragraphes précédents. 

Théorème. — Si (f(x)=o et <J;(x)=o ont une racine 
commune oc' y il existera des polynômes des degrés p — i 
et m, — I, à savoir \ et [x, tels que Von ait identiquement 

(i) Xcp-i- |x^J; = o;v 

réciproquement j si V identité précédente a lieu, les poly- 
nômes Xet [L étant de degrés p — i et m — ij(fz=oeti^ = o 
auront une racine commune. 

En effet, 

(2) ^(x)^(x')—^(x)^(x') ^ ^ 

x'— X 

est une identité si x^ est une racine commune de cp = o, 
^ =z o, et Ton peut écrire cette identité 

(3) ^{x) i^— : '^-^ — o{x) ^^—^, ^-^-^ = o, 

^^' X — X '^ X — X 

ce qui démontre la première partie du théorème. 

Réciproquement, si (i) est une identité, en y faisant x = x', 
il faudra, en supposant ^{x^) = o, que )v(f = o; donc "k'f = o 
admet les racines de (|i = o, et )^ = o ne peut les admettre 
toutes, puisqu'il est de degré inférieur à <j^ = o; donc (f = o 
admet au moins une racine de ^ = 0] donc les équations 
(p = o, ^ = o ont une racine commune. 

Cela posé, puisque (2) doit être une identité, en égalant à 
zéro les coefficients des arguments x^, Xj x^, . . . , x^~*j on 
aura m équations (E) auxquelles satisfera la solution com- 
mune o/; le déterminant égalé à zéro de ces équations (E) du 
premier degré en x^,Xj x^^ ... sera la résultante cherchée. 
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On peut le voir en s'appuyant sur le théorème de M. Her- 
mite. carie déterminant en question est évidemment le discri- 
minant de la fonction du second degré représentée symbolique- 
ment par le premier membre de (a), les équations (E) n'étant 
autre chose que les dérivées partielles de cette fonction. 

Mais on peut le voir directement, en observant que si le 
déterminant de (E) est nul, les équations (E) ont une solution 
commune; elles ont alors lieu en même temps. Si on les mul- 
tiplie par x^j X, x^, ... et si on les ajoute, on retombe sur 
l'équation (2) ou (3), qui n'a lieu que si les équations = 0, 
'!^ = o ont une solution commune. 

La solution commune et ses puissances seront les solutions 
des équations du premier degré (E) qui se réduisent km — i 
distinctes. 



VII. — Résolution de denx équations à deux inconnues. 

Nous avons vu comment on formait la résultante des deux 
équations 

(1) cp(a7, ^) = o, ^{x,z) = o; 

cette résultante sera de la forme R (z) = o, R désignant un 
polynôme de degré mp, possédant en général mp racines. Si 
R est de degré mp — a, nous dirons que la résultante a a 
racines infinies (^); chacune des racines de la résultante sub- 
stituée dans les équations (E) dont il a été question tout à 
l'heure fournira une solution des équations proposées (1); par 
conséquent, les équations (1) auront en général mp solutions; 
ces solutions pourront d'ailleurs être en totalité ou en partie 
infinies. 

Cependant, si les mineurs du déterminant R(.s) étaient 
tous nuls, les équations (E) se réduiraient km — 2 distinctes, 
et l'élimination de ^', ;r*, . . . , x^ '* conduirait à une équation 

(*) Je rappelle que, quand dans une équation algébrique les a premiers 
coefficients tendent vers 0, a racines augmentent indéfiniment. 
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du second degré en^; il faudrait alors adjoindre deux valeurs 
en ;r àla valeur correspondante de z. Il est facile de voir que, 
dans ce cas, cette valeur de z est racine double de R = o ; 
en effet, en appelant e, e\ ... les éléments de R, on a 

^Ç - V ^ ^^ . 

âz ~ ^ ~dë dz ' 

mais — est un mineur de ^, nul par hypothèse •, on a donc 

— - rzr o et ^ est bien racine double de R = o. 
oz 

Si tous les mineurs du second ordre de R étaient nuls, les 
équations (E) se réduiraient à m — 3 distinctes, l'élimination 
de x\ x^^ . . ., x^~^ fournirait une équation en x du troi- 
sième degré; trois valeurs de x devraient être adjointes à la 

valeur correspondante de 5, qui serait alors racine triple de 

f)R 
R = o. En effet, non seulement on aurait ^— = o, mais 

' oz ' 

()2R 



dz^ 



- V / ^^^ ^ ^' _:_ ^ ^ 
A^ \dede' dz dz de dz^ 



d^K dK ^ . . j j 

et, comme ;^— p ^^ T~ ^^^^ "^^ mmeurs des deux premiers 

ordres de R, on aurait -— - = o, etc. 

dz^ 

On peut donc dire qu'en comptant pour deux les solutions 
doubles, pour trois les solutions triples, etc. : 

Deux équations des degrés m et p ont mp solutions finies 
ou infinies, lorsque leur résultante n^ est pas identiquement 
nulle. 

Quand la résultante est identiquement nulle, les équations 
ont, quel que soit ^, une solution commune ; leurs premiers 
membres ont un diviseur commun rationnel : ce cas ne se pré- 
sentera donc jamais quand les équations n'auront pas de 
diviseur commun rationnel. 

On appelle fonctions symétriques des solutions de plu- 
sieurs équations une fonction de ces solutions, qui ne change 
pas de valeur quand on permute les éléments correspondants 
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de deux, solutions. Ainsi, si a, ^; a', jî'; ... sont les solutioDS 
des deux équations (i), 

seront des fonctions symétriques des solutions en question. 
Puisque p, ^', ... s'expriment rationnellement au moven 
de a, a', ... : Toute fonction symétrique des solutions sera 
une fonction symétrique des et., et par suite une fonction 
symétrique des racines de la résultante de (i) ei (2)] elle 
s^exprimera donc rationnellement au moyen des coeffi- 
cients de la résultante, c^ est-à-dire au moyen des coeffi- 
cients de (i) et (^), 

VIII. — Théorème de Bézout. 

Dans son Ouvrage sur la théorie des équations, devenu 
aujourd'hui fort rare, Bézout a fait connaître le théorème 
suivant : 

1° La résultante provenant de l'élimination de n — i 
inconnues entre n équations algébriques de degrés m^, 
m2, . . • , nifi à n inconnues peut être mise sous la forme d'une 
équation entière par rapport à V inconnue non éliminée j 
et cette résultante est au plus du degré m^ m2 ... mn; 
elle est précisément de ce degré^ s'il n'existe aucune rela- 
tion entre les coefficients des équations proposées, 

a® Un système de n équations à n inconnues des degrés 
mi, m2y . . . , mn a précisément mi m2 . . . mn solutions, 
s'il n'existe aucune relation entre les coefficients de ces 
équations. 

Ce théorème a dû être soupçonné, bien avant d'être dé- 
montré ; il est de ceux dont la démonstration peut sans incon- 
vénient se faire synthétiquement. 

Il a été démontré pour le cas où /i =: 2 ; nous allons admettre 
qu'il a lieu pour 2, 3, . . ., n équations, et nous vérifierons 
qu'il a lieu pour n + i équations. 
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Lbmmle I. — Si 

^21 î ^2%y • • • ) ^2ni 



• • « • ■ • 



sont les solutions des n équations 
la résultante des équations (i) et 

(l) F{Xij X^, ..., Xn) = O 

pourra se présenter sous la forme 

F(3tll, «121 • • • » «Irt) F(3^21y 3^22j • • • j «2/1)- • •= O 

oUy si Von veut, 

(3) nF(a/i, a/j, ...,«/„) = 0. 

En effet, l'équation (3) exprime que Tune des solutions au 
moins du système (i) annule la fonction F, en d'autres termes 
que les équations (i) et (2) ont une solution commune. 

Lemme II. — Les fonctions symétriques et rationnelles 
des solutions de {i) s^ expriment rationnellement au moyen 
des coefficients de ces équations. 

Appelons R le premier membre de la résultante des équa- 
tions (i) provenant de l'élimination de x^^ x^,, ..., x,t_^^ 
faisons ensuite varier deux coefficients a et 6 de cpi, par 
exemple, ceux de x\x\ . . . , et de x^ x\ . . . , et exprimons 
que la résultante ne change pas, non plus que j;, , ^2? • • » ^w 

L'équation çp, = o deviendra 

(4) (:^x^ x\x{. ,.ùa~\- x^^x\, . ,ùb = o\ 

mais la résultante R = o devient alors, aux termes du second 
ordre près, 

(5) R H ôa -+- -TT o«> = o. 

Si la résultante doit rester inaltérée, on aura 

r^R . dK .- 

-7- 6a -I- -TT 06 = o ; 

da 00 
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mais, si Ton observe que dans (4) f i est nul, il viendra 

x\ Xj . . . oa -T- x\x\, . . 06 = o. 
De ces deux équations on tire 

(0) ',X^X^. ^t'^1^2---- 



da' '^' db 



Ces équations et leurs analogues feront connaître tous les 
arguments x\ x^^ . . . , rationnellement, en fonction des coef- 
ficients de R, c'est-à-dire de <pi, ©2, ... ou de Xn* (On voit 
que, par exemple, pour calculer :ri, on pourra supposer que 
a et b sont dans ©1 les coefficients de x^^ x^ ... et de oJj ; on 

aura alors 

ôR ôH 



Xi 



db ' àa 



11 résulte de là que toute fonction symétrique rationnelle des 
solutions de (i), peut être considérée comme une fonction 
symétrique rationnelle des racines de R = o et pourra s'expri- 
mer rationnellement avec les coefficients de (i). c. q. f. d. 

Cette conclusion suppose bien entendu que nos équations 
(i) sont tout à fait générales, c'est-à-dire qu'il n'existe pas de 
relations entre leurs coefficients. Nos raisonnements tombe- 
raient en défaut si ^— et -rv étaient nuls; mais -.— = o serait 

oa 00 oa 

une relation entre les coefficients de (i), cas que nous excluons 
parce que nous n'avons pas besoin de le considérer. 

Quoi qu'il en soit, si -r- et -tt étaient nuls, l'équation (5) 

pourrait être remplacée par 



R^- 


I /f^2R 

2 \ ôa^ 


8^2 _f- 2 


r92R 

dadb 


8a 86 


t l'équation 












.,Y-i 


^2R 

daôb 


1 **'2 


.t'^+ 



db'^ ^^* a^j . . .) — o 
remplacerait, pour le calcul des arguments, l'équation illusoire 

dK , j dR ,, „ 

da •i*^2'* — ^1^ '^i'^-2' ' "> 
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mais celle remarque esl inulile pour Tobjel que nous avons 



en vue. 



Lemme III. — Si les équations (i) contiennent des para- 
mètres Zy z\ 2", , , , et conservent leurs degrés nt^, m2, » • » 
en tenant compte dans V évaluation de ces degrés des 
paramètres z ^ z'^ z" ^ . . . , toute fonction symétrique entière 
de leurs solutions sera entière par rapport à z, z\ z"^ .... 

En effel, R contient :r,i el ^, .z', ... sous forme entière au 
degré Ilm. Le coefficient de x]l"^ ne contient pas z, z\ ... ; 
donc les fonctions symétriques entières des solutions de (i), 
qui sont des fonctions symétriques entières des racines de 
R = o, seront entières en z^ z' ^ ... ; elles pourront toutefois 
contenir en dénominateur les coefficients des termes des 

degrés les plus élevés, de cp,, ©j, .... 

« 

Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour 
aborder la démonstration du théorème de Bézout. 

Supposons qu'il s'agisse d'éliminer :r|, x^^ • • ., Xn entre 
les équations (i) et (2); nous supposerons que les équations 
(i) et (2) contiennent un paramètre z sous forme entière et 
conservent leurs degrés en tenant compte de ce paramètre z^ 
dans l'évaluation de leurs degrés. En vertu du lemme I, la 
résultante cherchée pourra être présentée sous la forme 

nF(aii, a/2, . . . , 7.in) = o. 

Mais le premier membre de cette équation est une fonction 
symétrique entière des solutions des équations (i) : il sera 
donc entier et rationnel en z; or le poids de F esi p,p dési- 
gnant le degré de l'équation (2) en ^,, x^-, . . ., ^«, z. Le 
poids de II F, ou son degré en z, sera donc pUm, ce qui 
démontre le théorème de Bézout, ou du moins ce qui prouve 
que le degré de la résultante ne dépassera pas/?IIm, car cer- 
taines réductions pourraient s'opérer dans les calculs et faire 
évanouir le coefficient de la plus haute puissance de z. 

On peut montrer sur un cas particulier que la résultante 
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est de degré pli m et, par conséquent, qu'elle ne peut pas 
être de degré inférieur dans le cas général. Considérons en 
effet les équations 

(^ll^j-+- bitXi-i-. . — bin-i-i^) ■ . -(^//isiir, -h. . .-h bmtn-^-l^) = O, 

••• î 

(lll^i-h litXf-r-, . .-4- lin-i-iZ) . . . (/pja?,-h. . .4- Ipn+iZ) = O. 

Des premières on déduira Wm systèmes de valeurs pour^j, 
X2j » • • ^ Xfi proportionnelles à 5 et que Ton pourra considérer 
comme tout à fait quelconques ; la résultante effectuée, comme 
il a été expliqué, aura pour premier membre le produit de 
zpHm par yne quantité constante différente de zéro si l'on 
choisit convenablement les //y. 

IX. — Sur l'équivalence des polynômes. 

Soient cp^jCpo, . . . ,cp„des polynômes entiers en ^1,^2? • • • >^/j 
des degrés respectifs m,, 7^2, . . ., /w,|. Nous dirons que deux 
polynômes F et /sont équivalents par rapport aux diviseurs 
'fi7 'f27 • • •; 'f/17 quand il existera des polynômes entiers X,, 
^2, . . . , Xrt, en :r I , ^2? • • • 5 ^w» tels que l'on ait identiquement 

Un polynôme / sera dit réduit par rapport aux diviseurs 
cp,, cpa, . . ., cp„ et par rapport aux variables ^i, 0^2, . . .^ Xn 
(prises dans cet ordre, si /Wi, nii-, . . . , rrin ne sont pas égaux) 
quand il ne contiendra pas de termes divisibles par «2:^», 

•^2 *' • • • î "^/z • 

Réduire un polynôme, c'est trouver son équivalent réduit. 

Nous ne tarderons pas à voir qu'en général il n'existe 
qu'une manière de réduire un polynôme donné : cette pro- 
position, toutefois, est sujette à des exceptions. 

Dans ce qui va suivre, nous supposerons que les polynômes 
CD contiennent des variables z, ^', ... qui entrent dans chaque 
terme à un degré égal au poids de ce terme. 
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Théorème. — Le nombre des termes d'un polynôme 
réduit par rapport aux fonctions Çi, fa, ... est Hm. 

En effet, 

est un polynôme réduit dont tous les coefficients sont égaux, 
à i; le nombre de ses termes s'obtiendra donc en faisant 
;ri = 0^2 = . . . = ^/i = I , ce qui donnera II m. C'est le nombre 
des termes d'un polynôme réduit quelconque. 



X. — Démonstration d'un lemme. 
Soient 

' <*11> 0fl2> •••» ^ini 
^î\i O^SÎ) •••> *îrt» 

les solutions des équations 

(2) ?i=o, cp2=o, ..., cprt=o; 

soit (p. 164) 

D {Xi , Xfj . . . , Xn)= — — ^ — — - ', 

^\'*'li *^2j • ' ' f **^/ï / 

soit de plus 

I «11 «12 ... aj"j[i--* *m'~' ••• 

A= I «21 «22 ...» «î'ï'"* "j'ï*"' ••• 



/>a/i5 cô déterminant la i^"^^ ligne a pour éléments les 

arguments d'un polynôme réduit en oLit^ a/2, . . ., a,/,; on 

aura 

(3) Aî-GnD(«i, «2, ...,«„), 

G désignant une quantité indépendante de z^ z^ ^ .... 

En effet, A changeant de signe quand on échange deux de 
ses lignes, A^ sera une fonction symétrique des solutions de 
(2) : ce sera donc une fonction entière des z\ le second membre 
de (3) est aussi une fonction entière des z. Or ce second 

L. — Traité d* Analyse, I. 20 
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membre s'annule dès que les équations (2) ont une solution 
double, tout comme le premier membre A^, mais le second 
membre ne s'annule que lorsque les équations (2) ont une 
solution multiple. Donc l'équation (3) a lieu pour une valeur 
de G qui est un polynôme entier en z, z\ ... ; si les deux 
membres de (3) étaient de même degré en .s, 5', . . . , G serait 
alors indépendant des z* 

Soit Syle nombre des termes de degré v dans un polynôme 
réduit; le degré de A par rapport aux a, et par suite par rap- 
port aux ^, sera Sv8v; or Sy est le coefficient de V* dans 

v8v est le coefficient de t*~^ dans la dérivée de cette expres- 
sion T, et enfin SvSy est la valeur que prend -j- pour ^ = i; 
cette valeur est 

mximx — i) m-finii — i) 

m* m^ . . . nin H ^ 1 '^a • • • f^n -^ • • . > 

•2 2 

c'est-à-dire 

\Um(I,m — n); 

le degré de A^ est donc 

Um{I,m — n). 

Or le degré de IID est le degré de D multiplié par II m, 
c'est-à-dire précisément 

( 2/n — n)Um. 

A^ et IID sont donc de même degré, et l'on a bien 

A2=GnD, 

G désignant une quantité indépendante des Zy c'est-à-dire de 
poids zéro. c. q. f. d. 

XI. — Résolution de quelques problèmes sur les poljrnômes réduits. 

Problème I. — Calculer la valeur d' un polynôme réduit^ 
connaissant les valeurs qu^il prend quand cp^, cp2, . . ., (p/i 
sont nuls à la fois. 
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Soit F/ la valeur que doit prendre ce polynôme réduit quand 
on suppose Xt = oLii^ x^ = a/2, . . . , :r„ = a/,, ; si Ton appelle 
Fo le polynôme lui-même, on aura 

Fi= ^o-^/riaii-^-.^2ai2-^..., 

F2 = ^0 -+- /?1 «21 -^ gl «22 -H . 






^0? ^1) • • • étant des coefficients indéterminés. On déduit 
de là, pour Fo, une expression qui a A pour dénominateur; 
par suite, Fq existera et sera bien déterminé quand A sera 
différent de zéro, c'est-à-dire quand G et II D seront différents 
de zéro. 

Si l'on appelle cp^, cpj, ..., cp/ le groupe des fonctions <p 
d'un même degré Mi; ç/4.1, 'f«.f2, ••• ? ?y 1^ groupe des 
fonctions cp d'un même degré M2, ..., et si l'on suppose 
Mj < M2<; IVI3 << . . . , on pourra former plusieurs polynômes 
réduits nuls, en même temps que cp,, cpa, . . ., cp;,, si l'un des 
déterminants obtenus en prenant les coefficients des puis- 
sances M'f"®* de ^o ^27 . . . , ^« dans cp, , cpj, . . . , (p/, ou des puis- 
sances M!f™" de Xi^K -> • • • î -^y <l^"s <p/^, , . . . , ^y . . . , est nul. 
Considérons en effet le premier groupe, et posons 

|(pi= 61+ AiiO^Mi-i- Aija^Mi-H. . ., 
(p^- = 0| -i- A/i 07 Ml -f- A/1 a? Ml -f- . . . , 

6,, O2) ••• étant des polynômes réduits; si le déterminant 
2\^ ^w^ii ••• ^st nul, il y aura une relation linéaire 
entre 0, — f o 62 — ?2) • • • telle que 

«1(^1— ?l)-^-«2(Ô2— ^2) ... =0; 

et a, Oi H- «2 ôj +...+ «/ 9/ sera un polynôme réduit équi- 
valent à zéro ; or zéro est déjà un polynôme équivalent à zéro, 
donc A doit s'annuler si le déterminant en question s'annule. 

Si le déterminant 2u— ^h A.22 • • • n'est pas nul, posons 
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tirons des équations {a) les valeurs de xf ', x\', . . . , par suite 
de tous les arguments divisibles par ces quantités sous forme 
réduite, en les multipliant par x^^ X2, - - -y Xnt puis par x\^ 
X\X^^ . . ., :r^, etc., substituons-les dans les formules (h)\ 
on voit que, si 

est nul, on obtiendra encore un polynôme réduit équivalent 
à zéro et non identiquement nul, sinon on aura les équiva- 
lents réduits de .a?/!,!,, . . ., et ainsi de suite 

Remarque. — Si aucun des déterminants 2^— ^\\ • • • > 

\^ ±: Bh , ... n^est nul, on pourra^ des identités (a), (6), . . , 

déduire tous les arguments dis^isibles par x^' , x^^ ? • • • ? 
^rJJ» en fonction linéaire des autres à des multiples des 
diviseurs près, on pourra donc calculer un équivalent 
réduit à tout argument divisible par Vun des termes x^\ 
Xj', c^est'à'dire à tout polynôme entier. 

Il pourra toutefois arriver que Von soit arrêté dans les 
calculs parce que d'autres déterminants s'annulent, mais 
on ne sera jamais arrêté quand A ne sera pas nul. 

Théorème I. — Si la quantité ^est différente de zéro, 
il n'existera qu'un polynôme réduit prenant Mm valeurs 
données pour les II m systèmes de valeurs de x^, X2j ... 
qui satisfont aux équations (2). 

Théorème U. — L'équivalent réduit d'un polynôme 
donné ¥ est bien déterminé quand le déterminant A est 
différent de zéro, ce que nous supposerons dorénavant. 

En effet, l'équivalent réduit du polynôme F est égal à F, et 
par suite donné, pour les systèmes de valeurs àexxjX^^ . . . qui 
annulent Ço f 2» • • • 1 ï« > d'ailleurs on pourra déterminer cet 
équivalent réduit parla méthode des coefficients indéterminés. 

Si l'équivalent réduit f d'un polynôme F est bien déter- 
miné en gêné rai j il n'en est pas de même des polynômes 
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)w| , X2 , ... qui rendent identique la formule 

F = XiÇi-t- X,cpj-f-...-+- ln<fn-hf. 

Pour s'en convaincre, il suffit d'observer qu'il exislc une 
infinité de polynômes [jl,, [jlo, . . . satisfaisant à l'identité 

et qu'alors, X|, X2, ... satisfaisant à l'identité précédente; 
^1 + [J^ij 5v2 H- [Ji2î • • • y satisferont aussi. 

Pour satisfaire à l'identité (c), il suffit de prendre 

p,/= a/icpi-+-a/2cp2-f-...-+-a/„cp4 
et de choisir 

au—Oy aij = — ajiy 

quels que soient les indices i et y. 

Problème II. — Trouver un polynôme réduit qui admette 
toutes les solutions des équations (2), excepté la solution 



Le polynôme 



A^ 



l Xx Xi 

I «21 «22 

• ••• ••• •• 



que l'on obtient en remplaçant an, ai 2, ... par Xi, x^y • • , 
dans A, admet les solutions de (2), excepté an, ai^, . . .; le 

polynôme/j, obtenu en remplaçant a2i, a22» • •• par 0:1,^2» ••• 
dans A, admet les solutions de (2), excepté a2i, a22, . . ., et 
ainsi de suite. 

Voici une autre solution : 

Il existe une infinité de systèmes de polynômes P/y tels que 
l'on ait identiquement pour tous les indices i 

= Pa(^l— «l) + P/2(^2— «2) -+-. . .-f- Plni^n— */»)• 



Considérons le polynôme 

Pu ï*21 

V = 



Pli 



22 



• • « • • 



Pl/t ^2/* 



P/l? 

• • . 
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si nous supposons que ai, a^, . . ., clu soit une solution de 
(2), il s'annulera pour toute autre solution des équations (2), 
car, en ajoutant toutes les lignes respectivement multipliées 
par Xx — OLi^ X'î — a», . . . , on forme une ligne dont les élé- 
ments sont 

«pi(^ij^2j ...) — «pi(ai, a>, ...), ^t{xi,Xi, ...) — çp2(ai, a», ...), ..., 
c'est-à-dire nuls. Enfin, pour ^, = a,, ^2 == 0^-2? • • • ? P/y de- 



vient -T^) et par suite le polynôme en question se réduit à 

d(ai, aa, ...) 

Il n'est donc pas nul si ai, a^, . . . n'est pas une solution 
multiple de (2), ce que nous supposerons. 

Si alors on réduit le polynôme V suivant les diviseurs 
cp^, ^2, ..., <fny on aura la solution du 'problème proposé, 
car le polynôme réduit équivalent à V est égal à V pour les 
valeurs de x^^ x^^ . . . égales aux termes d'une solution des 
équations (2). On pourra même réduire V par rapport aux 
diviseurs (p,(a/,, a/j, . . .), fa (a/,, a/2, • • •)» • • •• 

Remarque. — On pourra prendre 

•^1 — ^ii 

©/(a/nJ-o, . . ., 5™,,) — cp/(a/,, a/»., ...,07;,) 
^ ^2— a/2 

•• > 

p _ ?/(a/li a/2' '-•> ^^/) — ?/(«<!> «/2? " ", ^ill) , 

ce choix est avantageux, le calcul nécessaire pour opérer la 
réduction portant sur un nombre relativement petit d'argu- 
ments. 

XII. — Calcul de la résultante de plusieurs équations. 

Conservons les notations adoptées aux paragraphes précé- 
dents, changeons seulement le numérotage des formules et 
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proposons-nous d'éliminer ûc^y x^y . . . , ^/i entre les équations 

(2) F = o, 

« 

dans lesquelles cfi, ^2^ •••? F sont des fonctions de o^i, X2, . . -, 
a^ny z entières et de degrés /Wi, /no, . . . , nin^ p\ à cet effet, 
posons 

.AdF(aii, a/2, . . .)L)(3C/i) a/2, . . .} 
I 

(4) '*/= $00...-+- «ri $10...-+- «/2$oi...-+-. ..; 

M; est un polynôme linéaire et homogène par rapport aux Ç, 
dont les coefficients sont les arguments d'un polynôme réduit 
en a/,, a/2, . . . par rapport à cp» (a/,, a/2, ...), Ç2(a/<, ...), . . ., 
en sorte que le déterminant de la substitution (4) qui permet 
de calculer les u en fonction des \ est précisément celui que 
nous avons appelé A et que nous supposons différent de zéro. 
Le discriminant de Q par rapport aux \ est égal au discri- 
minant relatif aux w, à savoir TTpTr^ multiplié par le carré 

G 
A^ = IIGD de la substitution (4), c'esl-à-dire à =-=; • Changeons 

de variables et posons 

\pq. 

Commençons par résoudre les équations (5); à cet effet, 
appelons yi( a: 4, 0^2, • • •, Xn) un polynôme réduit, admettant 
les solutions de (i), excepté la solution a/i, a/2, ... ; alors, en 
multipliant les équations (5) par les coefficients de ce poly- 
nôme et les ajoutant, on trouve 

t^(a/i, . ..)U(a/i, . . .) 

formule où/i(^i, X2y . . .) est la représentation symbolique 
d'un polynôme en Xpq,,, que l'on obtient en remplaçant, 
dans fi{xi^ X2n . . . ), x^xl... par Xpq, . Quant à 
//(a^i , a/2, . . .), il est égal à A, à un facteur indépendant de 5 
près. 



/5) i ^-=;r =y Uj'x^.'x^ ... 

'^à^pn... ''^'- -^F(a/i,a/2, ...)D(a/i,a/2, ...) 
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Si Ton remplace, dans Q, w/ par sa valeur tirée de (6), on a 

/ V rk ^17/ x//(^ii^îi.- )/(2ti, «2, . . .)D(ai, a/î, . ..) 

(7) y= 7.*^^«/l7*/«» •••) fu^. n. ^ ' 

en convenant de faire dans le développement du second 
membre ^f xj. . . = af aj. . . = Xpq , Pour calculer le nou- 
veau discriminant de Q par rapport aux Xpq ^ désignons-le 

par 8 ; le discriminant „ relatif aux u est égal au discri- 
minant 8, multiplié par le carré du déterminant de la substi- 
tution donnant les x en fonction des u [formule (5)]. Ainsi 

I . A» 

= 



nFD (nFD)« 

ou, réductions faites, 

î TTT7/ X ^ nF 

ô = u r ( 2/1, a/j, . . • ) ^ = -g- * 

Le discriminant de Q égalé à zéro sera donc la résultante 

cherchée. 

La formule (7) peut s'écrire d'une manière un peu plus 

commode pour les applications. On peut prendre pour fi la 

valeur du polynôme suivant, pourvu que Ton convienne de 

le réduire, 

Pli Pji • • • P/n 

10) J i ~~~ ••• ••• •»• •«. 

*^ln "tn • • • * «» 

Alors /i(a/4, a/a, . . .) sera égal à D(a/, , a/a, . . .) et l'on aura 

(9) Vi= > F(a/i, ...) 1^. ^ -7^; 

-^M JU { a/i , a^, . . . , Clin ) 

Désignons simplement par /( *' ** * * j ce que devient 

fi{Xi^ x^f . . .) quand on y remplace a/i, a/2, ... par ai, «2? • • •* 

et par / ( *' ** " * ] le résultat obtenu en permutant dans 

f{x^ , ^2j . . . ) les lettres x^ et a^ , 5:2 et a2, .... 
Le polynôme Q, avant d'y supposer 

ûTj a7j . . . = Xpq^,,, = a| a^ . . . ) 
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esl UD polyaôme réduit qui, pour x,=^^uy ^a= 2,j, ..,, 

devient éga\kF(%,,, a,,, . . .)/'i(x,,Xj, . . .); pourx,i= Xji, 

x,= rt,i, ..., il devient égal à F(iii,aïi, ...)/i{a,,aj, ...).... 

Ces conditions, d'après ce qu'on a vu (p. 3o6), le déler- 

nt complëtement. Or l'équivalent réduit de 



-<'"- -•)/(:;::;;;:;::;) 



jouit de la même propriété ; on peut donc dire que Q est é 
au polynôme précédent réduit, dans lequel on suppose 



et l'on verrait de même que Q est aussi égal à 

n-,.- ..)/(:■■' !■) 

avec les mêmes restrictions. Pour la commodité des calculs, 
OD fera bien de prendre 

s/(3^t,a^i, .... j,,) — < f ,(ai.3-,. .. .,T„) 



Pn = 



_ ?,-(«[, JT] J,.) — 7,-|'ti, a., ...,x„) 



la réduction sera partiellement effectuée à l'avance. Ainsi : 

La résultante d'un système, tel que (i), (a), peut être 
présentée sous la forme d'un discriminant de fonctions du 
second degré homogènes égalé à zéro. 



Xin. — Nonvelle manière de former la résultante. — Résolntion 
d'un système d'sqaationB algébriques. 

Tbëoilème. — Si les équations (i), (2) ont une solution 
commune a,, a^, ..., a„, il existera des polynômes \\, 
\, ... ,\a,\ des degrés \i. — m,,[i — m^, ... enx,,Xi,...,x„ 
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respectivement y [x désignant /Wi + m2 + . . . 4- Tn,i -{- p — n 
tels que l'on ait identiquement 

En effet, si l'on considère les fonctions <p et F mises sous 
les formes suivantes (cp/, F sont nuls pour j^i i= a» , . . .) 

?i = P/i (a?i — «i ) -+- P/2 ( a?2 — «2 ) -+- . . . -i- P//1 ( ^/i — a« ), 

F = P/»4-i,i(^i — ai)-+-Pin-i,î(a:j— a2)-|-...-l-P„4-i,/i(ar« — ïrt), 

le polynôme 



(") 



e 



Pli P2I 

• • • • • • 

Pl« Pj/l 



F 

P«-hi.i 



• • • 



n-\-i,n 



est de la forme du premier membre de (10); d'ailleurs se 
réduit à zéro, car, en ajoutant à la première toutes les lignes 
après avoir multiplié la seconde par — (xt — «i ), la suivante 
par — (x2 — «2), etc., on obtient à la place de cette première 
ligne une ligne composée d'éléments nuls en vertu de (11). 

c. Q. F. D. 

En réduisant ce polynôme avec les diviseurs cp < (xi^ • • •)> 
(p2(^i, . . .), cp;i(^i, . . .) et ^i(a,, aa, . . .), <f2(ai, aa, - . .), 
on obtiendra un nouveau polynôme encore identiquement 
nul. Il est clair que Ton aura le même polynôme identique- 
ment nul ©I en réduisant le produit 



11 



21 



P/ii P«î 



• • • 



p«, 



* /!« 



Gela posé, en égalant à zéro les coefficients des arguments 
x\X'!^. . ., on aura II m équations (E) du premier degré par 
rapport aux arguments a^' a-^ . . . , dont la résultante ou dont 
le déterminant égalé à zéro sera la résultante cherchée ; car le 
déterminant en question n'est autre chose que le discrimi- 
nant de la fonction du second degré que nous avons appelée 
Q au paragraphe précédent. 
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Leséquations(E)font alors connaître les argumentsa',,a^ ,... 
et en particulier les éléments ai, a^, . . ., a^ de la solution 
commune, laquelle^ en général, aura ses éléments rationnels 
par rapport à z. 

De là découle la résolution des équations (i), (2) par rap- 
port à Xi, ^2, •••? ^;n ^'] la résultante fera connaître les 
valeurs de l'inconnue 5, et les équations (E) les valeurs cor- 
respondantes des autres Inconnues. 

A chaque racine finie ou infinie de la résultante R = o dont 
le premier membre R est le déterminant des II /?i équations (E) 
qui se réduisent, en vertu de R = o, à Ilm — i distinctes, 
correspond une solution de (i), ('-<); à moins que les mineurs 
deRne soient nuls, auquel cas les équations (E)se réduisent 
à Um — -2 distinctes, entre lesquelles on peut éliminer tous 
les arguments, excepté ai et a';[ ; une équation du second 
degré fera ainsi connaître ai et Ton aura en général deux va- 
leurs de a,, et deux systèmes de solutions. R =^ o a alors une 
racine double, ce dont on s'assure en appelant e un élément R, 
et Ton a 

az ^^de dz* 

comme les mineurs — ■ sont nuls, on a -1- = o, et K == o a 

oe ^ dz ^ 

bien une racine double. 

Sans qu'il soit nécessaire de beaucoup insister sur cette 
discussion, après celle qui a été faite à propos de deux équa- 
tions, on volt que : 

Si la résultante R = o ne se réduit pas à une identité, le 
système (1), (-2) aura pUm solutions Ji nies ou infinies^ 
simples ou multiples parfois indéterminées. 

Dans le cas où les polynômes cp,, cp», ... seraient tels qu'ils 
ne pussent pas servir à réduire le polynôme F, on modifierait 
les coefficients de cpi, cp-, . . . pour obtenir la résultante, et, 
dans la résultante trouvée, on ferait tendre les coefficients 
altérés vers leurs valeurs primitives. 

Examinons maintenant le cas Intéressant où la résultante 
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est identique, où R est identiquement nul. Dans ce cas, à 
chaque valeur de z correspond une solution du système (i), 
(2); ces solutions forment une suite continue (une courbe, 
si cp, = o, cp2 = o, F = o sontles équations de trois surfaces). 
Mais, s'il existe des valeurs de z annulant tous les mineurs 
de R, il existera, indépendamment de la solution générale 
dont il a été question, une solution dite singulière provenant 
de ce qu'une équation du second degré donne alors les valeurs 
qu'il faut adjoindre à z pour avoir la solution complète 
de (i)et (2). 

Il pourra arriver que les mineurs de R soient identiquement 
nuls, il y aura en quelque sorte une double solution continue, 
et si, pour certaines valeurs particulières de z, les mineurs du 
second ordre de R sont nuls, il y aura encore une solution 
singulière correspondante. 

Lorsque trois hyperboloïdesontune génératrice commune, 
cette génératrice représente la solution générale de leurs 
équations ; les points, où les cubiques gauches qui sont leurs 
intersections se coupent, constituent une solution singulière- 

Lorsque la résultante est identique^ les valeurs de X\, 
x-it . . . , 5 qui satisfont aux équations (i), (2) et qui ne 
constituent pas une solution singulière^ satisfont aussi à 
V équation 

(A) f? 'P'IilJ^o. 

En effet, si a:,, x^y . . . , .s est une solution, non singulière, 
x^ -{- Sj^i, . . . , z -t- 85 sera encore solution pour des valeurs 
infiniment petites de Sj?i, ..., 83, en sorte que Ton aura 
cp, -\- 8cp, = 0, . . . , et 8cp, = 0, . . . , ou 

^8^, + ...+ ^8^ = 0, . 

ï 

dxi Oz ' 

formules qui entraînent l'équation (A). 
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Il est peut-être bon de rappeler que si les fondions cp et F 
ne sont pas distinctes, la formule (A) est identique comme la 
résultante elle-même. 

XIV. — Sur les polynômes multiplicateurs. 

Les équations (E), dont il a été question au ])aragraphe 
précédent et 4ont le déterminant égalé à zéro fournit la résul- 
tante, s'obtiennent en égalant à zéro les coefficients des 
x\ , a;{, . . . , dans un polynôme © de la forme 

À|, Xzi: • • •? Xi désignant des fonctions entières de Xi, x^j 
. . . , Xn, «4, a2, . . ., a„ et çpi, cp2, . . . , F des fonctions de a,, 
ao,. . ., a;, ; les premiers membres de (E) sont donc de la même 
forme, mais les \ ne contiennent plus les x\ le déterminant 
des équations (E) qui s'obtient en combinant linéairement 
les premiers membres de ces équations est lui-même de cette 
forme. Il résulte de là que : 

Théorème. — Etant données des fonctions Çi, ça? • • ., 
tp/i, F entières en Xxy x^^ . .., x,t^ il existe toujours des 
polynômes X^, Xs» • • • ? X? ^> tels que la somme 

R — Xi(p,-T-X,cp2-4-.. .-t-X„«p«-l-XF 

soit indépendante de x^^ X21 » - , Xnj et tels que R = o soit 
la résultante de (1), (2). 

Ces polynômes \ portent le nom àepoly nomes multiplica- 
teurs; leur existence a été signalée par Bézout. D'après la 
remarque faite (p. Sog), ces polynômes n'ont pas de valeur 
bien déterminée, et il y a. une infinité de systèmes de multi- 
plicateurs capables de fournir la résultante. 

Toutefois la valeur réduite de chacun d'eux, par rapport 
aux fonctions cp<, cpa, . . ., F dont il n'est pas le multiplica- 
teur, est bien déterminée, car cp^ par exemple est connu et 

R 
égal à — pour toutes les valeurs qui annulent ^2,^3;, . . . , F. 
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Il est facile de trouver des polynômes X\ , X, . . . , V, tels que 

^'1 ?i -^ ^'2 ?2 -^ • • • "^~ Kl O/» -T- ^' F = s 

ne contienne plus ^i, x.y, . . • , -P//, mais contienne z; comme 
alors S s'anuule quand (i), (i) ont lieu à la fois, S est nul 
quand R Test; donc S est divisible par R et, si par hasard le 
degré de S était/? Ilm, S = o serait la résultante de (i) et (a). 

Si Ton ne prenait pas la précaution de réduire le polynôme 
que nous avons appelé avant d'en prendre le discriminant, 
on obtiendrait un polynôme S qui, égalé à zéro, ne donnerait 
pas toujours la résultante, mais le produit de cette résultante 
par un facteur étranger. 

D'après ce que l'on a vu (p. 3i3), on peut toujours sup- 
poser X| de degré /?i2 4- //I3 + • • . + //?« -i- p — ^ par rapport 
à j?!, X2, . . . , r^ ; de même X2 pourra être supposé de degré 
m^ -\- /?i3 -\- . , ,-\- p — n; malheureusement cette considéra- 
tion ne suffit pas pour déterminer ces polynômes X. 

XV. — Cas où la résultante a des solutions infinies ; estimation 

de son degré. 

La résultante de n équations générales des degrés /W|, 
7712, . . . , m,| est de degré m^m'i' - - fn„, mais ce degré peut 
s'abaisser et ne peut s'abaisser que si la résultante a des solu- 
tions infinies. 

En thèse générale, pour estimer a priori le degré de la 
résultante d'un système d'équations, il suffira de retrancher 
du produit des degrés de ces équations le nombre des solutions 
dans lesquelles la variable non éliminée peut être infinie. 
L'estimation a priori du degré de la résultante dépend donc 
jusqu'à un certain point de la solution de cette question : 
Tî^ouver les solutions infinies dhin système d'équations, 
et, par solutions infinies, nous entendons celles dont un ou 
plusieurs éléments sont infinis. 

Prenons d'abord une seule équation de degré m 

(i) 0(^1, arj, ..., Xn)= o 
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rendue homogène, et cherchons l'ensemble des valeurs in- 
finies de X\, X2, . . . , .^«-1, ce que nous appellerons le rfo- 
maine de Vinjini, A cet effet, considérons Téquation 

Si nous éliminons Xn entre (1) et (2), nous obtiendrons la 
condition pour qu'il existe une relation linéaire entre 
^1, 0^2, ..., Xn-\^ Effectuons l'élimination, nous trouvons 

?{ ^ij^2» •• -, Xft-u ^ ) = o; 

maintenant, si nous supposons que «i, «2? • • •? (^ii-\ tendent 
vers zéro, l'équation résultante se réduira à 

(3) «p(ari,,ar2, . . ., ar/i-i, 0)= o. 

Or supposer a<, «j, . . ., an-\ infiniment petits, c'est sup- 
poser ^r^ , X'^, . . . , infiniment grands ; le domaine de V infini, 
si je puis m'exprimer ainsi, est donc donné par (3), c'est- 
à-dire par l'équation proposée dans laquelle on a remplacé ^,^ 
par o, ou dans laquelle on n'a conservé que les termes du degré 
le plus élevé. 

Pour reconnaître si des équations ont des solutions com- 
munes infinies, il faudra donc les réduire à leurs termes du 
degré le plus élevé et chercher si, ainsi réduites, elles ont des 
solutions communes autres que ^| == o, ^^2=0, . . . , Xn-\ = o, 
c'est-à-dire telles que les rapports x^\ ^2 1 • • • I Xn-\ soient 
finis, quelques-uns d'entre eux d'ailleurs pouvant être nuls. 

XVI. — Calcul des fonctions symétriques. — Formules de Jacobi. 
Soient 

(l) Cpi=0, Cp2=0, ..., Ç«=0 

n équations algébriques des degrés m,, m2, . . . , m„ par rap- 
port aux variables x^^ x^^ . . . , ^„; soient 

a2i, «22, . . . , «2/» 

• ••« •••• • % • % •»• 
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leurs solutions, et 

(2) Xi{Xi)"0, Xi(Xi) = 0, ..., Xn(Xn) = 

les résultantes de ces équations provenant respectivement 
de l'élimination de j?2» ^3» • • • 7 ^/î> de x^, X3, . . . , x,iy ... ; 
soient Xy des multiplicateurs, tels que ^ 

I .' 

soient encore 

A(a?i, a?j, . . . , a7/i) — ^.-- ^ii^îj • • • ^nnt 

n/^ ^ ^ \ ^^ ('TIi ?»- -y ?n) 

Théorème I. — A s^ annule pour tous les systèmes de 
valeurs de X\^ x^^ . . ., ^r^ qui annulent Xi, X21 ..., X,, 
sans annuler toutes les quantités cpi, cp,, . . ., cp„. 

Théorème IL — On a 

(4 ) I^(a/ii «lî» • • • > ai/i)A(a/i, a/j, . . . , a/,|) = Xi(a/i)X', (a/j). . . XJ^ («/«)• 
En effet, si l'on différentie (3 , on a 



àxi ' * * * ' àx 



j 






et, en faisant x^ — - a/i, ^2 ^= 0^/27 • • m 

à^ij àcLij âixij { X A- ( a/;t ) si y = a-, 

ce qui démontre le théorème, en vertu de la règle de la mul- 
tiplication des déterminants. 

Théorème III. — La fonction symétrique 






) 



F 
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est le coefficient de dans le développement de 

FA 

Jv| A,{ ... A.fi 

En effet, dans le développement de -77— ^> le terme en - 

a pour coefficient \^-r:7T—j a désignant une racine de/( a) = 0; 
il en résulte que, dans le développement de 

A,l A.J ... A.;j 

le coefficient de sera 

^ ^ • • • X'(aa) X'(ay,) . . . X'(a)fc„) ' 
Prenons /= FA, F désignant un polynôme quelconque; le 
coefficient de dans y— y 'v~ ^^^^ 



EE 



FC a/1, a/2, . . .) ACa/i, a/j, . . .) 



X'(a/i). . . \\7.kn) 

ou, en vertu du théorème I, 

"^ F(a;t, ai'2, ...)\(a/i, a/2, . . .") 
Zà X'(a/O...X;(a/„) 

le signe\]s'étendant, non plus à toutes les valeurs des a/y, 

mais aux valeurs simultanées constituant une solution com- 
mune aux équations ( i ). Remplaçons le dénominateur de 
l'expression précédente par sa valeur tirée de (4); elle de- 
viendra l'expression (5). c. q. f. d. 
Si Ton suppose F ::= Dtj/, on a le théorème suivant : 

Théorème IV. — La fonction symétrique 
est le coefficient de dans le développement de 

•P j 3/2 • • • ^/l 

tj/AD 



A-i A.2 . . • A./I 

L. — Traité d'Analyse, 1. 21 
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Théorème V, dit de Jagobi. — Si F est un polynôme de 
degré inférieur à^/n — ai, degré de D, on a 



2 



I^(««l) «lîj •••) 



= o. 



En effet, celte fonction symétrique est le coefficient de 

dans =^^^=7 =7-; or, si l'on appelle 8 le deeré de F, 

le degré de X/y étant II m — /ny, celui de A sera 

^ ( n m — nij) = nUm — ^ m, 

celui de FA sera 8 -H Aillm — ^.m, celui de X4X2 . . . X„ 
sera /i II m ; le coefficient de sera donc zéro, si l'on a 

vC/ 1 X^ • • • Xf^ 



OU SI 



— nllm — ^^f^ <, nUm — n 



c'est-à-dire si le degré de F est moindre que celui de D. 

c. Q. F. D. 

Ce résultat a été établi d'abord par Jacobi dans le Jour- 
nal de Crelle, t. XIV, puis par Cauchy à l'aide du calcul des 
résidus. Enfin Liouville l'a rencontré incidemment dans ses 
recherches sur l'élimination (voir son Journal, t. VI, i*^® série.) 
La démonstration que nous venons d'en donner est au fond 
celle de Cauchy. 

XYII. — Théorème de M. Enrico Betti. 

M. Betti a fait connaître, dans les Annales de Tortolini 
pour l'année i858, une formule qui permet de calculer une 
fonction symétrique quelconque des solutions de plusieurs 
équations. Nous allons d'abord l'exposer pour le cas d'une 
seule équation. 
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Soit Tïj (^^ , ^2î • • • 1 ^/i) le produit des carrés des différences 
des quantités ^i , ^2^ • • •» ^n] soit cp(^) = o une équation ayant 
pour racines ai, a2} . . ., a;,. Considérons l'expression 

«p(^i)cp(f,)... ?p(^„)m(a,, «5, ..., a«)' 

abstraction faite de sa partie entière, cette expression est 
égale à 

Âi^ti — a/ Tiy(ai, a2, . . ., a») cp(^j)'** 



et a 

VV— î L 

* J 

OU enfin à 

V 



Tg(aô aj, h^ . » ., tn) Y (h) 



w(a/, «y, ,. ., a^t) 



'.y. 



('1 — a/)('j—ay )•••('/*— «it) ^(«i» «î, •••» «a) 



Or le numérateur de la quantité placée sous le signe \] est 

égal à zéro ou à son dénominateur selon que a,-, ay, . . . , a^ ne 
sont pas ou sont tous différents; il en résulte que l'expres- 
sion (i) a pour partie fractionnaire 



(2) 



y ï , 



le signets 'étendant à toutes les valeurs des a qui, dans une 

même fraction, sont différentes. Or, dans le développement de 
l'expression (2), les coefficients des arguments t~^ t~^ . . . rjj^ 
sont précisément toutes les fonctions symétriques simples des 
racines aj, a2, ...; donc : 

Théorème I. — Toutes les fonctions symétriques simples 
des racines de (f = o sont les coefficients des divers argu- 
ments t~^y t~^j . . . dans le développement de V expression (i). 

Voici maintenant le théorème de M. Enrico Betti : 

Théorème IL — Soient f o ?2, • • • des polynômes entiers 
en ûc \ y ^2i * * * 9 *^ii ^^ 

(3) 



?i = 0, tpî = Oj 



y ?/!= O 
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des équations algébriques admettant les a solutions 



*I1> 


*12> 


• • • > *I») 


«îl, 


«îî, 


• • • » Œjrt, 




• ■ ? 


• • • > ^\in > 



K|, X2y — , X„ fe5 résultantes provenant de V élimination 
de toutes les variables, moins x^j de toutes les variables 
moins x^^ etc. ; A(^< , j?2> • • • i Xn) le déterminant des multi- 
plicateurs qui fournissent les résultantes X| , X^, . . . , X„ = o, 
enfin iy{x^, x^, » . . , Xn) le déterminant fonctionnel de 
(fi, Ç2î • • •> ?« ^^ ^^lî ^2î • • -7 ^«) l^ produit AD. ZLa 

i=\^ s = n 

11 Xi(^/i; X2(f/2). . .X«(f/«) *--i.T!j(ajj, %isj ..., anj) 
1 = 1 * = 1 

développée suivant les puissances et les produits des quan- 
tités t~* , aura pour coefficients les diverses fonctions symé- 
triques simples des solutions des équations (3). 

Rappelons qu'en vertu des théorèmes I et II du paragraphe 
précédent on a 

suivant que toutes les valeurs de t sont différentes ou sont les 
mêmes; par suite, 

I = (JL S = n 

p TT X| ( tji) \^(t£i). . . TTr WJtjs, tjs, ' ' ' • t^is) 

II Xi{tii) Xi(tii). ..Il T!T(aj5, aj5, . . ., au^) 
1 = 1 *=i 

OU, en négligeant uu polynôme entier, 

M.Mjkd tii — 7.1 j tii — dik 11 w(ai,, aj5, . . . , auL^) 
i = i j = 1 



OU enfin 



G-2n^ — 



tpq ^uv 

/?, gr, Uj V désignant quatre entiers différents, ce qui démontre 



I 
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le théorème énoncé. Le théorème de M. Betti ne rend pas 
pratique le calcul des fonctions symétriques et l'on ne trou- 
vera sans doute jamais un moyen de rendre ce calcul pratique, 
mais il met en lumière un théorème de M. SchlâUi : c'est 
que toutes les fonctions symétriques entières des solutions 
des équations (3) contiennent seulement en dénominateur les 
coefficients des premiers termes des résultantes X| , X2 , • . . , X«. 
Ainsi la fonction symétrique 



2 



i k V j' k' 



coefficient de ,-^, , dans G, contiendra en. dénominateur 

*11 *12 • • • 

le facteur 

A|, A2, . . . désignant les coefficients de ^f, x^, . . . dans les 
polynômes Xi, X2, . . . , ^n- On peut toujours faire en sorte 
que A| = A2 = . . . = An, en rendant les résultantes entières 
par rapport aux coefficients. Ainsi la fonction symétrique 
considérée devient entière en la multipliant par A^'"*"^^* . 

La résultante des équations (3) et F==o, mise sous la 
forme nF(a/|, a/2, . . .) = o, deviendra donc entière en la 
multipliant par une puissance du coefficient de la plus haute 
puissance de la variable non éliminée dans l'une des résul- 
tantes -A.!, -^2 9 * * ■ f ^n* 



XVIII. — Remarque importante sur les solutions communes 

à plusieurs équations. 

Si, dans la formule de Jacobi démontrée au paragraphe XI, 
on fait F(ir) = 1 , ;r< , X2, . . . , on trouve 



_ {n-hi)(n-\-%),. .(n-h h) 



X.<e*0« • • «v 



relations entre les solutions communes aux équations (fi = o, 

(') Ce nombre est égal au nombre des termes d'un polynôme du degré 
h k n variables. 
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(j)2 = o, . . . , Çrt = o, A étant inférieur d'une unité au degré de 

D, dans ces relations entreront les v = ^ (/i-n {n-hy...(n-^mi) 

Jêi^ 1 . 2 . 3 ... m,- 

coefBcients de çp<, çp2, . . . , (fn» Le degré de D est^m/ — n; 
donc h =2m,- — n — i , donc 

(/i-i-i)(n-i-2)...( ^ m/ — I j 



(\^mi— n — iy. 



En général, [x est plus grand que v, de sorte qu'entre les 
équations fournies par le théorème de Jacobi on pourra éli- 
miner les coefficients de ç<, <p2î • • •> ^nt et l'on voit qu'il 
existera des relations indépendantes des coefficients entre les 
solutions de <j)| = o, <p2 = O7 • • • î donc : 

On ne peut pas choisir arbitrairement les solutions d^un 
système d'équations algébriques à plusieurs inconnues. 



XIX. — Propriétés de la résultante. 

Considérons n équations à n inconnues des degrés /Wi, 
/W2, . . ., nint savoir : 

Cpl(ari, Xi, ..., Xn) = 0^ 

''' I • 

l ?«(a?i, Xi, ..., Xn) = o; 

soit 

R = o 

la résultante provenant de l'élimination de a: 1 , 0:29 • , ^/i. i • 
Supposons 

<pi =^ «/y... a?'i 37^ . . . i 
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faisons varier les coefficients a/y... et a/>^.„ de ^(iij_i ^cipq,,, et 
exprimons que dans ces conditions R ne varie pas. On aura 

et, si l'on veut que les solutions ne varient pas non plus, on 
aura 

oatj,,, àapq_ 

OU 

(3) x\x{.,, laij_ -\- x\x\, . . lapg_ = o. 

De (2) et (3) on tire 



«^«ly... ^«P7 



OU, si l'on veut, 



de même 

En éliminant les arguments a^\ a^^ • • • P^** division, par 
exemple, on tire de là une foule d'équations entre les dérivées 
partielles de la fonction R. 

On peut trouver encore d'autres relations en observant 

que R est homogène en aij , cipq... • • • et de degré ^ a; 



m 



on a ainsi 

<)R aR 

[xR = aoo... t;t h. . . a^y... ^- h 



de même, en posant — = jx', 

,_ , (^R , aR 

On peut encore trouver de nouvelles relations en observant 
que R ne change pas quand on change x^ en x^ -h S^Ti, x^ en 
0:2 + Sa^a, ... : on a donc 

OXa 
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ou bien 








V «^« 


S/,..., ^ V**** RJ 



-+-.., =r O, 



en désignant par a/y -h Sa/y ce qui devient a/y quand on a 
remplacé Xt par Xt -h 8^| . 

Ce changement ramène cpi = o à la forme 



ou 



21 (i-hi)a,-Hi.y...8ir,-+- a/y...Jir'|a7{ . . ., 



en sorte que 






S«/7.- — (*'+ l)«/4-l,y...S^l. 


On a donc 













et d'autres équations analogues. Ces équations permettent 
quelquefois de déterminer les coefficients de la résultante 
quand on en connaît la partie littérale. 

Ces dernières équations sont celles auxquelles satisfont les 
invariants des fonctions fi, (^2? • • •? fn] nous ne tarderons pas 
à constater en effet que la fonction R est un invariant. 

On voit comment il faudrait modifier les résultats pré- 
cédents si les dérivées partielles de R par rapport aux a/y ., 
6/y , étaient toutes nulles, et comment cette circonstance décè- 
lerait la présence d'une solution multiple. 



XX. — Résultants. 



Théorème I. — La résultante de plusieurs équations 
algébriques, telles qiCil rCexiste aucune relation entre 
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leurs coefficients, est irréductible par rapport à ces coefû- 
cients (*). 

En effet, si cette résultante n'était pas irréductible, elle 
serait de la forme R = PQ r= o, P et Q désignant des poly- 
nômes entiers par rapport aux coefficients a, 6, c, . . . des 
équations proposées. Or R = o établit, entre les coefficients 
en question, une relation qui permet de regarder Tun d'eux, 
a, comme fonction des autres; si l'on considère les équations 
P = o, Q = o, elles sont satisfaites par certains systèmes de 

valeurs de <7, 6, c, . . . , et, pour ces systèmes, -rr ? 3- ' * • • ont 

deux valeurs, savoir celles que Ton peut tirer de P = o et 
celles que l'on peut tirer de Q = o. En différentiant R = o, 
la règle des fonctions implicites donnera 



da ÔK d^ 


da dR ôR 


db db ' da 


de de ' da 



Pour que -rv> l~' •" soient indéterminés, il faut que -r-) 

dR 

-^> • • • soient nuls, ce qui établit des relations entre les quan- 
tités <2, 6, c, . . . . Si donc les équations proposées sont telles 
qu'il n'existe pas de relations entre leurs coefficients, la 

résultante sera irréductible (d'ailleurs -— =0, -tt = o, ... 

\ da ^ db ^ 

ne sauraient être des identités, sans quoi R ne dépendrait 

pas des coefficients des équations proposées 

Puisque la résultante est irréductible quand il n'existe pas 
de relations entre les coefficients a, è, c, . . ., on pourra 
toujours supposer que l'on ait mis cette résultante sous forme 
entière en la multipliant par un facteur, fonction des coeffi- 
cients de poids nul, tel que cette résultante mise sous forme 
entière ne soit pas décomposable. Le premier membre sera 
alors parfaitement déterminé, à un facteur près indépendant 
de tous les coefficients. 

(') Je crois devoir rappeler qu'une équation Ra? = oest irréductible par 
rapport à des quantités a, by c,. . . quand un premier membre n'admet pas 
de diviseur rationnel en a?, a, 6, c, 
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Considérons maintenant n équations homogènes par rap- 
port aux inconnues x^^ X2j . - . , J^«, savoir : 

(i) ?i = o, <pî=o, ..., <p«=o, 

et supposons-les des degrés /7Z|, m2, . . ., /w„. Si l'on élimine 
x^j J?3, . . . , ^/i, on trouve une résultante de la forme entière 

si Ton élimine toutes les inconnues, moins X2, on obtient 

R,a7?'" = o, 

R2 étant, comme R|, entier par rapport aux coefficients de 
(pi, ^2? • • • 6^ irréductible, etc. 

Je dis que l'on peut supposer R| = Rj. En effet, l'équa- 
tion R| = o exprime que les équations (i) ont une solution 
commune dans laquelle x^ n'est pas nul, et R2= o exprime 
que les mêmes équations ont une solution commune dans 
laquelle X2 n'est pas nul. Si l'on suppose qu'il n'existe pas 
de relations entre les coefficients de (i), ces équations n'auront 
pas de solutions pour lesquelles x^^ ^25' • • seraient nuls, 
puisque l'on rejette celles dans lesquelles on aurait soit x^ = o, 
soit 0^2= o; R| et R2 sont donc égaux, à un facteur numé- 
rique près. 

On appellera éliminant ou résultant des fonctions homo- 
gènes <pi , (p2, . . . , ^n le premier membre de l'équation ré- 
sultante, mis sous forme entière, des équations <pi =0, 
(p2= o, . . ., îp„=o, abstraction faite du facteur ^r^^'", ou 
x^^^j ou, etc. 

Le résultant est donc bien déterminé, à un facteur près 
indépendant des coefficients de cp{, (f^y • • • • 

Théorème II. — Soient cp^ , (p2, . . . , cp„ des fonctions homo- 
gènes de x^^ X2'i ' ' ' j^n des degrés 7W< , 7W2, . . . , /w„ ; soient 
9i, O2, . . . , ôrt des fonctions homogènes ûf^ jKi? J^a» • • • O'» 
et toutes de degrés. Si Von fait, dans cp,, ^2» • • » 

^2^ Ô2(ri'7î' •••' yn\ 
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ces fonctions deviendront de nouvelles fondions A<, ^2» • • • 
ifn de yt', ^21 ' ' ' y yn ^^f si Von appelle R le résultant de 
cpi, cp2,. . ., çp/i, S celui de ^1, tj^2> • • • » 4'«» ^ celui de 9|, 
O2, . - . , 8/1, on aura 

S = R«"-* /-nm. 

En effet, les solutions de tj^i = o, tj^2 = o? . . . , t{^,i == o com- 
prennent : 

i^ Les solutions des équations 



e, 


«.^ 


h. 


• 




— > 


"1 




«1 






Œ/t 



dans lesquelles ai, a2,...,a;2 désignent une solution de 
o, ^ o, cp2 = o, . . . lorsque les coefficients sont liés par la 
relation R = o ; ces solutions sont au nombre de s^~^ Wm et 
par suite le résultant S contiendra en facteur R*""*. 

2® Les solutions de 8< = o, 83 = o, . . . , 9;i = o qui entrent 
en facteurs dans ces équations aux degrés sm^ , sm^^ . . . , snin ; 
le résultant s devra donc s'annuler en même temps que r et 
avoir les solutions de r à un degré de multiplicité égal à 
m^ 7712 . . . = Ilm. 

Corollaire L — Les résultants de plusieurs formes sont 
des invariants de ces formes , et, si dans les formes <pi, 
?2> • • • î ?/ij ^^ effectue une substitution linéaire, leur résul- 
tant se trouvera multiplié par V^^, F désignant le déter- 
minant de la substitution. 

Théorème IIL — Le résultant de plusieurs formes est un 
combinant de ces formes. 

En effet, si Ton pose 

<^i = irii?i-^Yu?2-^...-HYi/i?/i, 

<^2 = Tîi?i-+-irîj?2-+-..--^Yî«?«» 



le résultant de tj^o ^25 • • • > ^/i peut s'obtenir en observant 
qu'il peut être considéré comme le résultant des formes trans- 
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formées des formes linéaires 

par la substitution non linéaire Zi = (fi, ^2=^21 ---î 1^ 
résultant de ^i, ^2? • • sera donc, en verlu du théorème II, 
égal au résultant F des formes linéaires (a), élevé à la puis- 
sance s — I , degré maximum des formes cp et multiplié par le 
résultant de ces formes ; en d'autres termes, si l'on appelle 
R le résultant des formes cp, S celui des formes 4*» T 1^ déter- 
minant de la substitution (a), on a 

S = Rn"- . 



XXI. — Discriminants. 

On appelle discriminant d'une fonction homogène le 
résultant de ses dérivées prises par rapport à chacune de ses 
variables. 

On appelle racines singulières d'une forme les systèmes de 
valeurs des variables qui annulent à la fois la forme et toutes 
ses dérivées, ou, pour éviter un pléonasme, qui annulent ses 
dérivées. 

Lorsque le discriminant d'une fonction cp est nul, l'équation 
(j) = o, qui permet de considérer Tune des variables comme 
fonction des autres, donne pour les dérivées partielles de 
cette variable des valeurs indéterminées. 

Lorsque le discriminant est identiquement nul, il y a toute 
une suite de valeurs des variables pour lesquelles les dérivées 
partielles de l'une d'elles sont indéterminées, et vice versa 
d'ailleurs. 

Théorème I. — Le discriminant d'une fonction est un 
invariant de cette fonction. 
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En effet, considérons la fonction homogène (p(j?i jX^i-'-^Xn) 
de degré m. Si l'on effectue la substitution 

Xi = Yîi7i -^ Ï2î72 -^ . . . -4 Yî/i7»» 



on aura 



/ d<o 09 diû do 



(I) dyi dx, •" dXi •" •• ■ dXn 



\ KTl 



donc, en appelant F le déterminant de la substitution, le 
résultant des seconds membres de (i) sera F ^'"~*^'*"* multiplié 
par le discriminant A de cp. Si ensuite on effectue la substi- 
tution sur les dérivées ^^ > ^^ ? • • • ? le nouveau résultant relatif 

OXi 0X2 

auny sera égal à l'ancien AF^'""*^'*"* multiplié par F^'»"*^", 
de sorte que, D désignant le nouveau discriminant, on aura 



n— t 



Pour m ^ 2, on a D = AF^, ce qui s'accorde avec ce que l'on 
savait déjà sur les discriminants des fonctions du second 
degré. 

Théouème II. — Lorsque le discriminant d^une forme 
s'annule, les dérivées du discriminant par rapport aux 
coefficients de la forme sont proportionnelles aux dérivées 
de la forme prises par rapport aux mêmes coefficients. 

En effet, soit A le discriminant d'une forme ç ; faisant varier 
les coefficients a, è, ... de cette forme et les variables j?i, 
x^j . • . de telle sorte que A ne varie pas, on a 



(I) o=_8a+^j06+...; 



d^ 



mais on a aussi, en appelant Çi, ça? . . • , <p/i les dérivées -r-^ 

do 

> 



T^>* • • et en observant que x^ -h ^x^ , X2 4- 8^2» • • • doivent 
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vérifier les équations cp< -f- 8cpi = o, <p2 + 8«p2 = o, . . . , 

^ 8^.+ ^ 8x,-4-.. .+ $-' 8«+ ^" 86 + ... =0, 
axi oXi oa do 

P 8x,+ p 8x, + . . .+ ^ 8a + ^ 86 +. . . = o. 
oxi oxî oa ob 



Multiplions la première de ces équations par x^^ la seconde 
par j?2î ... et ajoutons, en observant que, si l'on appelle mie 
degré de ç, on a 

on trouve 

m -^ ^Xt -f- m -^ 8a?i -^, ,.-^ m -^ ^a -\- m~ 86-i-... = o 
oxi oxf oa do 

et, si l'on observe que cp admet les racines singulières, 

-r-î- 8a -4- -r^- ô6 -+-... = o. 
aa aD 

Comparant cette formule avec (i), on a 

da ' âa db ' db * * 

c. Q. F. D. 

De là un moyen de trouver les racines singulières sans avoir 
calculé A, pourvu que l'on fasse usage du théorème § XIX. 



XXII. — Sur un théorème propre à faciliter dans certains cas 

le travail de Télimination. 



Théorème. — Si les équations homogènes de degré m 

admettent une solution commune^ cette solution satisfera 
aussi aux équations 

dti (^A dti 



où Von a 
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Supposons d'abord les degrés des équations (i) quelconques 
et respectivement égaux à mi, m2, . . ., /W/i; on pourra, en 
vertu du théorème des fonctions homogènes (p. 221}, écrire 
ces équations ainsi qu'il suit : 



les valeurs de ^i, ^Tj, • . . , qui satisfont à ces équations, sa- 
tisfont donc aussi à 

A = o. 

Maintenant, si m^ = m2 = . . . = m,i = m^on déduira de (2) 

r d\ â\ 
Aa?i = m I «pi --T h cp2 —5 1- . . . 19 



OXi 



Aa7s= m 



[()A (^A "1 

daTj aa?2 J 



et, en général, 

\xi= m 



on en tire 



[e)A ^A -] 



j^ _ r _^ _^^ ^ <)A 
' dxj ~ ^l^^àxj ^d(^ dxj Jd^i 
L àx£ dxi 



Si i='j\ il faudra ajouter A au premier membre. Si l'on 
suppose que l'on remplace x^yX2^ ... par les solutions de (i), 
en tout cas que i soit égal à j ou différent de y, on a 

L àxi dxi J 
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or le second membre de cette équation est égal à zéro ou à A, 
c'est-à-dire toujours égal à zéro, donc 



àocj 



= O. C. Q. F. D. 



Ce théorème suppose que la solution commune ne se rap- 
porte, pas aux valeurs nulles de j?< , ^27 • • • ? sans quoi il serait 
évident ; d'ailleurs la démonstration précédente ne s'applique 
pas à ce cas. 

Si le système (i) se réduit à trois équations de second degré, 

les équations 

cpi = o, cp2=o, cp3=o 

et les trois équations 

àL d^ d^ 

5^i=^' ^=^' 5^=^ 

seront du second degré; en éliminant x\yx\^ x\^XxX^yX\X%^ 
0^2 ^3> on aura sous forme de déterminant la résultante des 
équations proposées. 

XXIII. — Sur une élimination remarquable. 

Proposons-nous d'éliminer X\^ x^^ . . . , a:« entre les équa- 
tions 

(0 / = 2«/ya?iary= o 

et 

j ^11 ^l-+"Cn a^jH-. . .-4- Cl» 07^=0, 
, s. 1 Cji a7i-4-C2î 372-1- . . . -4- Cs» a?» = O, 

/ ••' 

l C„_i lOTi-f- C,i_i 072-4- . . .-4- C«_i,«07rt= O. 

A cet effet, écrivons l'équation (i) sous la forme 
multiplions la première équation (2) par X<, la seconde par 
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X2, . . . , el ajoutons avec (3), puis égalons à zéro les coefB- 
cients de ^1, ^o, ... ; nous aurons 

T H C12 Al -4- Cjj Aj -f- . . . -h Cn~i 2 A^-i = O, 



Si, entre ces équations et (2), on élimine j^i , . . . , :r„, ^i , . . . , ^/i_ i , 
en remplaçant 



EL 



9 % — par leurs valeurs 



aiiXi-\- diiXf 



on a 



«11 «ij 

«21 a^t 

• • • • • • 

Cil Cli 



«Irt 

• • • 

«/m 
Cl» 



Cil C21 

Cij C22 

• • • • • • 

Cl» C21Ï 

O o 



C»— I n C/i_i /t • • • C/i—ln O 



Ce résultat a été obtenu par Hesse. 



C/»-l,l 
C/i-l,J 

• • • 

C/j— 1,7» 

o 



= o. 



XXIV. — Principe de correspondance. 

Le principe de correspondance, nettement énoncé pour la 
première fois par Ghasles, consiste en ce que ; 

Si sur une droite Don a deux séries de points Xi , Xj, . . . , 
et Y<, Y2, . . ., tels qu'à chaque point X correspondent 
n points Y et qu'à chaque pointY correspondent m points X, 
le nombre des points X coïncidant avec leurs correspon- 
dants Y est m ^ n (pourvu que cette correspondance des 
points X et Y s'exprime au moyen d'uneéquation algébrique). 

Nous appellerons les points X coïncidant avec leurs cor- 
respondants des coïncidences. 

La démonstration du principe en question est fort simple. 
Soient Xij X2j ••« les abscisses des points X|, X2, ...* 

L. — Traité d'Analyse, I. 



22 
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comptés sur la droite D à partir d'un point fixe O de celle 
droite ; ^m ^2 » • • • celles des points Y| , Y2, . • . ; Tabscisse x 
d'un point quelconque X et l'abscisse y d'un point quel- 
conque Y seront liées entre elles par une équation 

de degré m en x et n en y; les coïncidences seront données 
en prenant x =yj et par suite leurs abscisses seront racines 
de l'équation /(^, ^) = o. Si l'équation (i) est complète, 
/(tf t) sera de degré /n + /i, ce qui démontre le théorème. 

Voici une autre démonstration du même principe donnée 
par M. Zeuthen. 

Soit G un point de la droite D où n'ait pas lieu une coïn- 
cidence ; par ce point menons une droite quelconque et pre- 
nons deux points fixes A, B sur cette droite, joignons ces 

Fig. I. 




points à deux points correspondants X, Y; le lieu des points 
M de rencontre de AX et BY sera une certaine courbe que 
nous allons étudier et que nous appellerons la courbe (M). 

La courbe (M) rencontre AM en n points, en général situés 
à distance finie, distincts du point A; mais la courbe (M) a en 
outre au point A un point d'ordre m, car, le point G étant 
considéré comme un point Y, m droites AX correspondront 
à BG et seront d'ailleurs autant de tangentes à la courbe M. 

Ainsi la courbe M est de degré m + w, elle a en A un point 
d'ordre m et en B un point d'ordre /i. 

Le principe de correspondance découle de là, car les coïn- 
cidences sont les points où le lieu M coupe la droite D. 
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Le principe de correspondance peut être généralisé comme 
il suit : 

Si par un point passe une série de droites U, V, et qu!à 
chaque droite U correspondent m droites V, qu^à chaque 
droite V correspondent n droites V, le nombre des droites U 
coïncidant avec leurs correspondantes V {pu coïncidences) 
sera m ^ n, 

Chasles a fait une application du principe de correspon- 
dance à la recherche du nombre des intersections de deux 
courbes situées à distance finie {Comptes rendus de l'Aca- 
démie des Sciences, i855). 

Considérons deux courbes d'ordres m et n : soient G et D 
ces courbes; prenons deux points fixes A, B dans leur plan, 
mais hors de ces courbes. Par A faisons passer une droite AX, 

Fig. 2. 




elle rencontrera G en m points a; joignons B aux points a; 
les droites ainsi menées au nombre de m couperont D en 
mn points ^. 

En joignant A aux points P, on aura mn droites AY cor- 
respondant à AX; réciproquement, à chaque droite AY cor- 
respondent mn droites AX. 

Lorsque les courbes G, D ont un point commun (a, P), la 
droite AaX coïncide avec une droite AY p ; mais deux droites 
AX, AY peuvent coïncider sans cela : c'est ce qui arrivera 
quand on considérera la sécante AB, car mn droites coïn- 
cidentes sont confondues avec AB; il en résulte que, si AB 
ne passe pas par des points communs aux deux courbes, ce 
que l'on peut supposer, G et D auront mn points communs, 
situés en général à distance finie. 
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EXERCICES ET NOTES. 

i . Nous désignons, pour abréger, par (pq') le déterminant pq'— qp'^ 
Gela posé, la résultante de 

ax^ -4- bx -h c = o, 
a'a7*-f- b' x-\- c'= o 



est 



La résultante de 



{ab') (ad) 
{ad) {bd) 



— o. 



ax^ -\-bx^ -\-cx -\-d = o, 
a'x^-\-b'x^'\-dx-hd' = o 



est 



(ab') (ad) (ad') 

(ad) (dd')-^(bd) (bd') 
(ad') (bd') (cd') 



= 0. 



La résultante de 



aa?* -h bx^ -h cx^ -h dx -i- e = o, 
a'x'^'i- b'x^-+- dx^-\-d'x-\- d = o 



est 



(ab') (ad) (ad') (ad) 

(ad) \ad')-\-(bd) (ad)-\-(bd') (bd) 

(ad') (ad)-^(bd') (bd)-^(cd') (cd) 

(ad) (bd) {cd) (dd) 

2. Le discriminant de Téquation 

ax^-h ibx^-\- 6cx^~\- ^dx -i- e = o 
a été mis par M. Gayley sous la forme 

i6(I»— a7J»), 
I r= ae — ibd-i-3c^, J = ace ■+- 1 bcd — ad'^ 



= o. 



— eb^ — c«. 



3. On a 



a'» — b"*' 



a — b 
cette formule peut s'écrire 



= ai^-^-\- ba'^-^-h.. .-h ô*»-!; 



ût"* 


^m 


• 


a 


b 


I 


I 


• 


I 


1 



= a'»~>-+- ôa'^-'-f-. . .-h 6'»-<, 
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On la 


généralise 


ainsi : 








a'» 


h"^ 


. l"^ 




a» 


6^» 


a^-i 


6«-i . . . 


. /«-i 




a«-i 


6«-» 


• • • • 

a* 


• • • • • • 4 

6* 


• • • ■ 




• • • • 


• • • • 


a 


h 


l 




a 


b 


I 


i 


I 




I 


I 



In-i 

• • • • 

/ 
I 



2 



a^bJ, . . /^, 



formule où /i -h i désigne le nombre des variables a, 6, . . ., /et où 
t-hy -T-. . .-H / = /n — /i. 

4. On a, en appelant ai, aj, . . . , a^ les racines de <p(a7) = o, 



^éC^,- 



(x.i){h—a.j)...{tn—^k) 

)■ 



= (^i)n ?(^lH(^)?^^^. 



^/t 



Tîjf^l, ^2, . . . , ^/i) 



Dans cette formule, T!y(^i, tx, ..., ^n) est le produit de toutes les 
différences des quantités ^1,^2? •••> ^n» et dans le premier membre 
il faut supposer les binômes ti — olj tels que i'^j (Borchardt, Mé- 
moires de V Académie de Berlin, i855). 

5. Le discriminant d'un produit de m. fonctions de n variables est 
identiquement nul quand m,<^n, 

6. Cauchy a fait connaître dans ses Anciens Exercices une mé- 
thode pour le calcul des fonctions symétriques qui est très remar- 
quable. Cette méthode est reproduite dans \ Algèbre supérieure 
de M. J.-A. Serret. Cauchy a fait également connaître deux méthodes 
d'élimination pour le cas de deux équations, l'une dans les Anciens 
Exercices^ l'autre dans les Nouveaux Exercices, La première est 
peu connue; c'est cependant une des plus fécondes que l'on con- 
naisse. 

7. Soient aj, pi, Yi î 212, P2, Y2 î «^a» p3> ïs et «4, ^4, y^ les cosinus direc- 
teurs de quatre droites; :ri,^i, z^\ x^^yx-, z^; x^y yz, z^ et 3^4,^4, ^4 
les coordonnées de quatre points appartenant respectivement à ces 
quatre droites; la condition nécessaire et suffisante pour qu'elles 
soient les génératrices d'un même système d'un hyperboloïde est 
que, en posant 
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les déterminants obtenus en prenant quatre colonnes dans le tableau 
suivant soient nuls : 

«1 Pi Ti ^1 ^i "-i 

«î h ïï ^î '^î ^r 

°^3 Ps Ys ^3 '^a /^a 

a* P* Y4 ^ /H* /i* 

Ces conditions rentrent en partie les unes dans les autres. 

8. Pour éliminer Xi, Xf, . . ., Xn entre les équations 

F = o, «pi = o, «p2=o, ..., <prt=0, 

où <pi, ©2, . . ., F sont des fonctions entières de Xi, x%^ . . ., a?n, on 
peut prendre les <p pour diviseurs; soient Fj, Fj, ..., Y^ les équi- 
valents réduits de F et des produits de F par les arguments réduits; 
en éliminant les arguments réduits considérés comme des paramètres 
distincts, entre Fi = o, Fj = o, . . . , Fj^ = o, on a la résultante 
cherchée. 



>•••* 
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CHAPITRE XIL 



RÉSOLUTION DES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MINIMUM. 



I. — Règle générale pour trouver les maxima et les minima 

des fonctions explicites. 

On dit qu'une fonction d'une ou de plusieurs variables 
f{x^y^ z^ . . .) passe par un maximum pour un certain sys- 
tème de valeurs des variables x, y^ z, . . . , quand pour ce 
système de valeurs on a 

quels que soient les signes de A, A", /, . . . , pourvu que ces 
quantités soient inférieures en valeur absolue à une quantité 
finie, aussi petite que l'on voudra, du reste. Si l'on avait au 

contraire, pour les valeurs de A, A", ... que l'on vient de 
définir, 

f{x-i-h,y^k,z-^-l, ...)>/(a7, 7, -s, ,..), 

on dirait que / passe par un minimum pour le système des 
valeurs de x^y^ z, ... fournissant cette relation. 

Si l'on remplace h par dx^ k par dy, . . . , on pourra dire 
que/ passe par un maximum (ou un minimum) quand 

f{x-\-dx,y-\-dy, ...)— /(^,7, ...)=: A/ 

conserve, quels que soient les signes de dx^ dy, . . . , le 
signe H- (ou le signe — ). 

En résumé, pour savoir si f(Xy y, z^ . . .) passe par un 
maximum ou un minimum, il faut étudier les variations de 
signe de A/, quand on fait varier dx, dy, .... 



344 CHAPITRE XII. 

La formale de Taylor donne (en la supposant applicable) 

Eot désignant en général un terme d'ordre supérieur km — i . 
Le terme df du premier ordre donne son signe au second 
membre de (i), et par suite à A/, car on peut écrire 

E . . 

Or -j^ a pour limite o pour dx = o, ûTk = o, . • . ; donc, si 

dx, dy, . . . sont assez petits, i + ^ sera positif et dfl i -\- ^j 
ou rf/*-!- E2 aura le signe de df. D'ailleurs 

df = -f^ dx -^ -f dy -i-.^ . 

•^ dx ôy -^ 

change de signe avec dx^ dy^ ... ; donc, si l'on n'a pas iden- 
tiquement df^ o, A/ changera de signe avec dxy dy. : . . 
et/ne sera ni maximum, ni minimum; donc : 

Théorème l. — Pour qu'une fonction / passe par un 
maximum ou un minimum, il faut que la différentielle 
df passe par la valeur o. 

Mais cette condition n'est pas suffisante, et, si â?/*= o, on a 

et, pour que le signe de A/ soit indépendant de dx^ dy^ . . . , 
il faut que <f 2/, qui donne son signe à A/, ait lui-même un signe 
indépendant de ceux de dx, dy, .... 

Il y aura maximum si d^f reste négatif, minimum dans 
le cas contraire. 

Si d^f s'annule, quels que soient dx^ dy^ . . . , on posera 

Le signe de A/ sera celui de d^f\ or ce signe change avec 
ceux de dx, dy, . . . , car d^f est un polynôme homogène du 
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troisième degré en dx, dy, .... Donc il n'y aura ni maxi- 
mum ni minimum, à moins que d^f soit nul, quels que soient 
da:^ dy^ ... ; il faudrait alors poser 



^/^nïxi''*-^-"''" 



et ainsi de suite. 



En résumé, pour qu!une fonction f passe par un maxi- 
mum ou un m,inim,um, il faut que sa différentielle pre- 
mière soit nulle; il faut, en outre, que la première diffé- 
rentielle, qui n'est pas nulle, quels que soient dx^ dy, . . . , 
soit d'ordre pair, et qu'elle conserve toufours le signe — 
pour qu'il y ait maxim^um et le signe H- pour qu'il y ait 
minimum. 

Passons aux applications : 

1** La fonction f ne contient qu'une seule variable x. 
Ses diflférentielles sont alors égales à ses dérivées, aux facteurs 
dx^ dx^^ dx^^ . . • près, et l'on peut dire que : 

Une fonction d'une variable passe par un maximum 
{ou un minimum) quand, la première dérivée s' annulant, 
la première de celles qui ne s'' annulent pas est d'ordre 
pair y négative [ou positive). Cette condition est nécessaire 
et suffisante (pourvu toutefois que cette fonction soit déve- 
loppable par la formule de Taylor). 

2® La fonction f contient plusieurs variables indépen- 
dantes x^y^z, ... ; alors, df devant être nul, quels que soient 
dXf dy^ . . . , comme l'on a 

il faut que l'on ait séparément -r^ =: o, -^^ = o, .... 

Ainsi, pour qu^une fonction de plusieurs variables in- 
dépendantes soit maxima ou minima, il faut que ses déri- 
vées partielles du premier ordre soient nulles. 

Mais il faut aussi que d'^f conserve son signe, quels que 
soient dx, dy, . . . , et que ce signe soit -h dans le cas du 
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minimum, — dans le cas du maximum ; or d^f est un poly- 
nôme du second degré, de la forme 

dans lequel on a posé, pour abréger, 

dx^-\y^, dy = \t, ... 



et 






= «iiî 



àxày 



rrr a^^, 



Pour savoir si ce polynôme est susceptible de changer de 
signe, on le décomposera en une somme de carrés. 

Si tous les carrés sont positifs, (fusera toujours positif et 
il y aura minimum ; si tous les carrés sont négatifs, il y aura 
maximum; enfin, si parmi ces carrés il y en a de signes op- 
posés, rf^y pourra changer de signe, et il n'y aura ni maximum, 
ni minimum. 

Quand d^f est identiquement nul, la discussion paraît 
beaucoup plus difficile, mais on n'a jamais besoin de la 
pousser aussi loin. 

Pour reconnaître le signe de d^f^ il n'est pas besoin de dé- 
composer ^ciij\i\j en carrés; on peut former l'équation 
{voir p. a38 et suiv.) 



(4) 



«n s 


«12 


• • • 


«1» 


«2, 


^22 S 


• • • 


«2» 


• • • 


a„2 


■ ■ « 
« • • 


• • • 



— s 



^o, 



dont le premier membre est le discriminant de 

Cette équation a toutes ses racines réelles, on peut lui ap- 
pliquer la règle des signes de Descaries. Le nombre des carrés 

positifs et négatifs dans lesquels y^dijkiîj peut se décom- 
poser est égal au nombre de ses racines positives et néga- 
tives, et par suite : 
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Pour que f soit minimum, il suffit que V équation (4) 
n'ait que des variations y et, pour que f soit npinimum^ il 
suffit qu^elle n'ait que des permanences , 

Si V équation (4) <^ des variations et des permanences, 
f n'est ni maximum ni minimum. 



II. — Quelques exemples de détermination de maxima 

et de minima. 

Problème I. — Trouver dans le plan le plus court che- 
min d'un point K à un point B en passant par une droite 
donnée, les deux points A et B étant situés d'un même 
côté de la droite. 

Prenons pour axe des x la droite donnée et une droite per- 
pendiculaire pour axe des jk» Soient a elp les coordonnées 
du point A, celles du point B pourront être représentées par 
a -f- let q, l désignant la distance des points A et B comptée 
parallèlement à Taxe des x. Le chemin cherché se compose 
d'une ligne brisée sur Taxe des x ; soit a H- ^ Tabscisse du 
point où le plus court chemin cherché rencontre Taxe des x, 
la quantité à rendre minima est 

Pour trouver le minimum de cette expression, égalons sa 
dérivée, par rapport à ;r, à zéro; nous aurons 

, % ce l' ^~~ Ou 

(a) , 7 - ^ = 0, 

^p^-^x^ ^q'^-t-[l~xy'' 

Sans qu'il soit nécessaire de tirer x de cette équation, on 
voit que les deux droites dont se compose le chemin cherché 
font avec la droite donnée (Taxe des x) des angles dont les 
cosinus sont égaux, et par suite : 

Le plus court chemin cherché est brisé de telle façon 
que ses deux parties font des angles égaux avec la droite 
donnée. 
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La dérivée seconde de l'expression (i) est 



3 "• â' 

c'est-à-dire positive; la valeur de x tirée de (a) fournira 
donc bien, comme on devait s'y attendre, un minimum [à 
la vérité, l'équation (2) fournira deux valeurs de a:, quand 
on aura fait évanouir les radicaux, mais il ne s'agit que delà 
valeur pour laquelle Jes radicaux sont positifs, et pour laquelle 
a<]a:<; a-h /, si l'on suppose, par exemple, a et />> o]. 

PaoBLEME II. — Trouver un point tel que la somme des 
carrés de ses distances à des points fixes soit un minimum. 

Soient ^,jKî ^ les coordonnées du point cherché, xi, yi^ Zi 
celles de l'un des points donnés, prises par rapport à trois 
axes rectangulaires quelconques; la quantité à rendre mi- 
nima est 

en égalant ses dérivées partielles à zéro, on a 

et, en appelant n le nombre des points donnés dans Tespace, 

le point demandé x^ y, z n'est autre chose, comme l'on voit, 
que le point que Ton appelle en Géométrie le centre des 
moyennes distances, et en Mécanique le centre de gravité du 
système des points en question. 

Quoiqu'il soit évident que nous sommes en présence d'un 
minimum^ nous allons le vérifier par Texamen de la différen- 
tielle seconde de la fonction (i); cette différentielle est 

2 dx'^ 4- 2 dy'^ -f- 2 dz'^. 
On voit qu'elle est essentiellement positive, puisqu'elle est 
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la somme de trois carrés, et la solution trouvée correspond 
bien, comme nous Tavons observé, à un minimum. 

Problème IIL — Trouver le polygone d^aire maxima 
que Von peut former avec des côtés donnés. 

Soient Ai , A2, Aa, . . . , A„ les sommets successifs du poly- 
gone; A,A2=a,, A2A3=a2, ..-, A„Ai=a„ les côtés 
donnés ; Ti, r2, . . . , rn-z les diagonales k^ A3, k.^ A4, . . . , 
Al A/i_4. Si l'on se rappelle que Taire d'un triangle dont les 
côtés sont a^ bj c est donnée par la formule 

l'aire à rendre maxima sera 



y/— (afn- aj-+- rj — ia\a\ — ia\r\ — ia\r\) 
-^ V^— (''1 -+- aj -H r^ — a«3 rj — aaj rj — 2rî r\) 



Désignons, pour abréger, par^i, ^2, . . ., Sn^2 les radicaux 
qui entrent dans cette formule; la condition du maximum 
s'exprimera en égalant à zéro les dérivées partielles relatives 
à rj, Tj, . . . , ce qui donnera 



Sx Sf 



(0 \ I 



Si 53 



or, dans un triangle de côtés a, 6, c, d'angles A, B, C et 
d'aire S, on a 

cosA.= i y S=46csinA, 

26c 

L'application de ces formules transforme les équations (1) 
dans les suivantes : 

tang Aj A2 A3 -+- tang Ai A4 Aj = o, 
tang Al A3 A4 -f- tang Al A5 A4 = o, 
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lesquelles expriment que les angles A1A2A3 et A1A4A3 
sont supplémentaires, ainsi que A|A3A4 et A<A5A4, ...; 
donc le cercle qui passe par A|A2A3 passe par A4, par 
A5, ... ; donc enfin le polygone maximum a tous ses som- 
mets sur un même cercle, il est inscriptible. 

c. Q. F. D. 

III. — Sur le maximain des fonctions de plusieurs variables 

liées entre elles. 

Il peut arriver que Ton demande le maximum ou le mini- 
mum d'une fonction de plusieurs variables liées entre elles 
par des équations non résolues; il est même parfois élégant 
d'introduire dans une question de maximum des variables 
auxiliaires liées aux variables principales. Pour trouver le 
maximum ou le minimum, on égalera toujours la différentielle 
de la fonction que l'on veut rendre maxima ou minima à zéro. 
En effet, une fonction/de plusieurs variables x^^ X2, ,.*^Xn^ 
liées entre elles par k équations, telles que 

[ /i(^i) ^î> . . ., a7n) = o, 

/ 

est au fond une fonction de /i — A" de ces variables qui pour- 
ront être considérées comme indépendantes, les autres X\^ 
^2î • • ", ^k-, par exemple, étant des fonctions de celles-ci 
données par les équations (i). La différentielle totale de/ 
prise par rapport à ces variables, à savoir 

doit donc être nulle pour que /soit maximum ou minimum 

G. Q. F. D. 

Les variables j?A+ 4 , Xh^2^ - • • étant indépendantes, dxkjf\^ 
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^<^A+2 7 • • • sont arbitraires, et les conditions du maximum 
ou du minimum sont 

Pour calculer les expressions U^+i, lJk+21 • • • » ou, ce qui 
revient au même, la différentielle de / par rapport aux va- 
riables indépendantes, on différentiera / par rapport à toutes 
les variables, ce qui donnera 

(2 ) df= -ç — dxi -f- -— dx2 -\-. . .--h -T^ dXfi- 

-^ dxi ^ dxi dxn 

On différentiera aussi les équations (i), ce qui donnera 

I -7^ dxi -h -7^ dx^ -h ... -h T^ dxn —- o, 

OXi OXi OXn 

(3) { à/, ^àf, df, _ 

OXy OX^ "Xfi 



De (3) on tirera dxt^ dx^^ . . . , dxj^ et, en portant leurs 
valeurs dans (2), on aura df sous la forme 

U;t-hi dxjçArx -I- ... -1- U/i dxn . 

Au fond, cette méthode revient à égaler à zéro la différen- 
tielle de / prise par rapport à toutes les variables, c'est-à- 
dire à poser 

(4) -/- dXi-^-J-dx^-^, ..-\- -^ dxn = o, 

oxi 0x2 àXfi 

à éliminer entre (3) et (4) dxt , dx2j . . . , dxk et à égaler à o 
les coefficients des différentielles restantes dxk^t, • • • > dXn» 

On peut diriger les calculs d'une façon élégante en em- 
ployant la méthode des multiplicateurs de Bézout. 

Multiplions les équations (3) respectivement par les indé- 
terminées X|, X2> . . . , )^A et ajoutons-les à l'équation (4). 
On pourra déterminer ces quantités X par la condition que 
les coefficients de dxt, dx^-, . . . , dxk soient nuls : l'élimina- 
tion de ces quantités sera alors faite ; en égalant à zéro les 
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coefficients de dxj^^t, ..., ûte/i, on aura les conditions du 
maximum ou du minimum. On obtient ainsi les équations 

T- A 1 -r •— . . . -*- A J^ — O , 



(5) { 5Fr^^^"'*'" '5^~ ' 



à/ , ^ àf. . àfj, 



-H Al h. . . 4- kjc- = O. 



Je le répète, on peut supposer que k de ces équations dé- 
terminent X< , ^2î . . . , Xa ; les 71 — k autres sont les équations 
du maximum ou du minimum, et servent alors à déterminer 
les variables a: concurremment avec les équations (i). 

Au fond, cette méthode revient à éliminer \^^ \2y •••> ^* 
entre les équations (5); les résultantes et (i) font connaître 
les valeurs de X\^ X2, . • ., Xn pour lesquelles il y a maxi- 
mum ou minimum. Je dis qu'il faut éliminer X|, X2, ..., 
Xfit car il n'y a aucun intérêt, en général, à connaître ces 
quantités, qui jouent dans la question un rôle tout à fait 
secondaire. 

Il est important d'observer que l'on arriverait au même 
résultat en cherchant le maximum ou le minimum de la 
fonction 

F =/-f- X,/,-^ Xj/îH-. . .-^Ik/k, 

où A|, ^2? » • • seraient traités comme des constantes dans la 
différentiation. 

Il est bon d'observer aussi que, si l'on veut discuter la 
différentielle rf^y^ les quantités dXi, dx^j * • • n'y sont plus 
arbitraires; mais cette discussion est le plus souvent inutile. 

Une dernière remarque ; la fonction / à rendre maxima 
pourrait se trouver engagée sous un signe fonctionnel, dans 
une équation non résolue : ainsi, étant données les relations 
(i), on pourrait demander de rendre maxima la fonction/ 
donnée par la formule 

(6) <p(/, a?i, xr, ..., a?«) = o; 
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on remplacerait alors la formule (2) par celle-ci 

obtenue en différentiant (6), et en n'écrivant pas le terme 
^ df, nul en vertu de la règle qui prescrit d'égaler df à zéro. 



IV. — Applications des théories précédentes. 

Problème I. — Trouver le parallélépipède rectangle 
maximum inscriptible dans un ellipsoïde. 

Soit 

x^ r* z^ 
^ ^ à^ b^ c^ 

l'équation de l'ellipsoïde ; le volume à rendre maximum est, 
à un facteur constant près, xyz; on posera donc 

( 2 ) yz dx -h xz dy -h xy dz = o 'y 

en diflférentiant (i), on a 

, ^ , X dx dy dz 

multipliant (3) par \ ajoutant avec (2) et égalant à zéro les 
coefficients de dx^ dy^ dz, on a. 

Ix Xv Iz 

7^-f- — =0, zx-i--^^=o, :r7-h— =0; 

l'élimination de X donne 

a^yz _ b^xz _ c^xy 



OU bien 



c'est-à-dire 



X y z 

«2 b^ c2 



- -2' 



x^ y^ z 



a _ 6 _ c 

x~ y~ z' 



\ \ 



ce qui prouve que les côtés sont proportionnels aux ax;es de 
L. — Traité d'Analyse, I. 28 
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rellipsoïde et que les sommets sont situés sur les diagonales 
du parallélépipède circonscrit à l'ellipsoïde ayant pour côtés 
les axes. 

Reprenons le problème traité plus haut : 

Problème IL — Trouver le plus court chemin d'un 
point A à un point B en rencontrant une droite située dans 
le même plan que ces points. 

Soient/? et q les distances respectives de A et B à la droite, ' 
/ la distance des deux points comptée parallèlement à la 
droite, enfin x el y les distances du point où le plus court 
chemin se brise aux pieds des perpendiculaires abaissées de 
A et B sur la droite; on a 

(i) x-^y^l, 

et la quantité à rendre minima est 

Différentions(i)et égalons à zéro la différentielle de la quan- 
tité à rendre minima; nous aurons 

, , w dx y dy 

dx-^dy=0, — r^rr- + / .^ rr = O; 

y 57* H- />* y'^* -T- q^ 

multiplions la première équation par X, ajoutons avec la 
seconde et égalons à zéro les coefficients de dx et dy\ nous 

aurons 

• X y _ ^ 

d'où \ se trouve éliminé. 

Cette méthode, plus élégante que celle que nous avons 
employée plus haut, conduit aux mêmes conclusions (p. 347). 

Problème III. — De tous les polygones isopérimètres 
d'un même nombre de côtés j quel est le plus grand? 

Pour résoudre cette question, désignons par A^, A2, ..., 
Art les sommets du polygone. 

Soient a\ = A^ A2, a^ = A2 A3, . . . , a/= A/A^-^i ses côtés 
successifs. 
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Soient Ta = A| A3, r4 = A« A4, ... ses diagonales issues 
de A|. 

Soient 52 Taire du triangle A|A2 A3, 53 celle de A i A3 A4, 

L'aire à rendre maxima est 



V- 


-(aj-^aj-i-r* 


ia\al — 2a\rl — 2 a J Tj ) 


-f- .. . 


'{r^-^rl-^a^^- 


■'^rlrl—ialrl — aaj rj ) 
• » 



(») 



on a d'ailleurs la condition 

(2) ai-i- aj-h. . .-h ««= const. 

Pour résoudre la question, il faudra égaler à zéro les diffé- 
rentielles de (i) et de (2), ce qui donnera 

^' ^^ J ^ n^ r» r« 

et 



(2 bis) 2,^^i~ o- 



Ajoutons ces équations après avoir multiplié la seconde 
par \ et égalons à zéro les coefficients de dvi et rfa/; nous 
aurons 



^|_ap_r? -«« ^? -« 



I - — o, 

(3) 1 , ' , , 

or 

^? — a? — ''l+i = — 2 cos Al A/4-1 A/ a/ r/^., , 
Si = î a/ r/+i sin Al A/H_i A/ 
et, par suite, 

2 s 

T/ — CLi — fi-^\ , A A 4 

= — 4cotAi A/^-i A/, ...; 

les formules (3) peuvent donc s'écrire 

cotAiA/-Hi A/-t- cotAi A/_i A/= o, 
X — 4^/ cotA/Ai A/4.1 = o. 



^ I 
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La première de ces formules montre que le quadrilatère 
A| A|..i A/A/^i est inscriptible : le polygone lui-même Test 
donc aussi; la seconde montre que l'on a 

a/cotA/A| A^-Hi = a/_iCOtA/_i Al A/=:. . . ; 

si Ton joint le centre du cercle circonscrit aux sommets du 
polygone, les demi-angles aux centres ainsi formés étant dési- 
gnés par Wj, (1)2, . . . , co/, la formule précédente donnera 

cil CI2 «3 

— . . . , 



tangcDi tangcoj tangcoa 

c'est-à-dire que les distances du centre du polygone aux 
divers côtés seront égales. Il faut pour cela que les côtés 
du polygone demandé soient égaux; ce polygone est donc 
régulier. 

. Problème IV. — De tous les polygones de même aire et 
d'un même nombre de côtés, troui^er celui dont le péri- 
mètre est le plus petit. 

Les équations de ce problème sont les mêmes que celles 
du problème précédent; en effet, au lieu de rendre minima 
l'expression (i), il faudra la supposer constante et rendre 
minima la somme «« -|- «2 + • • • -f- ^/i î dans l'un et l'autre 
cas, on devra égaler à zéro les différentielles de ces deux 
expressions, ce qui fournira dans l'un et Tautre cas les équa- 
tions (i bis) et(26w), après quoi on appliquera comme plus 
haut la méthode des multiplicateurs et l'on sera conduit aux 
mêmes calculs que dans le problème précédent; on verra 
donc, comme précédemment, que le polygone cherché doit 
être régulier. 

La démonstration géométrique des résultats auxquels nous 
venons d'arriver ne présente aucune difficulté : on la trou- 
vera tout au long dans le Traité de Géométrie de Legendre 
revu par Blanchet et dans celui de MM. Rouché et de Gom- 
berousse. 
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V. " Digression sur la plus conrte distance de denx droites. 

On peut résoudre par la théorie des maxima diverses 
questions élémentaires, dont la solution a déjà été donnée 
autrement. 

Proposons-nous, par exemple, de trouver la plus courte 
distance de deux droites. Soient a, 6, c les cosinus directeurs 
de la première, a', 6', c' ceux de la seconde; soient oto^J^oî ^0 
les coordonnées d'un point fixe de la première, ^, y^ z les 
coordonnées d'un autre point variable pris sur cette même 
droite; soient ^'q, jk'oî ^'q ^^ point fixe de la seconde droite, 
x'f y, y un point variable de cette droite ; soient p la distance 

des points x,y^ z et a^o, jKo? -Sq, p' celle des points x'^y ^ z! 

. I I I 

^^ ^0' J^0> '^0* 

On aura 

z = Z^-\- C^^ z' = Z'^ -\- c' Ci' . 

La quantité à rendre minima est le carré p^ de la distance 
des points x, y^ z et x'j y, z', à savoir 

pi = (x ~ x'y-^(y —y)^-\- ( z — z'y, 

ou, en vertu des formules précédentes, 

(i) /?« = (X -f- ap — a'p')2-i-(Y -4- 6p — b'p'y-^{Z + cp — c'p')\ 

équation dans laquelle on a posé, pour abréger, 

X = Xo—x'q, y =70—70» Z = Zo—z'q, 

En égalant à zéro les dérivées dep^ relatives à p et p', on a 

i o =(\ -h ap — a' p')a-^{Y -h bp — b'p')b -^{Z -h cp -- c' p')c y 
^^^ ( o=(X-Hap — ay)a'4-(Y + 6p b'p')b'-{-(Z -\- cp — c' p')c; 

en observant que a2-+-62_{-c2 est égal à i etqueaa'+è6'-j-cc' 
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est égal au cosinus de Tangle a> des deux droites, on a 

aX -4-6Y-hcZ-4-p — p'cosco = o 
et de même 

a'X -+- b'\ -h c'Z -f- pcosu) — p'= o. 

Ces formules donnent p et p', et par suite (i) donne p^; 
mais, pour calculer />^, il vaut mieux observer que des for- 
mules (a) on tire 

X-i-gp — g^p^ _ Y-hbp-b'p' _ Z-4-cp — cy 
bc' — cb' ~ ca! — ac' ~ ab' — ba! 

et Ton peut écrire à la suite 



^^(X-t-ap-g'p')« 2(6c'-c6')(X-hgp-a'p') 



et aussi = 



^^bc'-cb'Y ^{bc'-cb'r^ 

Comme ^a{bc' — ce') et^a'(èc' — cb') sont nuls, les 

formules précédentes peuvent s'écrire, en tenant compte 
de (.), 

X-\-ap — a'p' _ Y-h 6p — b'p' _ Z h- cp -f-c'p' 
bc' — cb' ~ ca' — ac' ~ ab' — ba' 

p _^X{bc-cb') 

^"^(^bc'-cb')^ ^{bc'-cb')^ 

d'où l'on peut déduire p et p' et directement 

yX(ôc'— c6') 

^^ibc'-^cb')^ 
ou bien encore 

^ {xç,— x'^){bc'—cb')-^(yo---y'^)(ca'-^ac')-^(zo-z' ^ )(ab'-ba') 

[{bc' — cb'Y-^{ac'—ca'y-\-{ab' — ba')^\i 
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VI. — Digression relative aux axes de Tellipsoîde. 

Chercher les axes de T ellipsoïde 
( i) kx^-v~My^-\- \''z^-\-i^yz hiB'xz -\- iB''xy = H, 

c'est calculer les rayons vecteurs p maximum ou minimum de 
cet ellipsoïde ; on posera 

(a) x = pa, y=--ç>b, zr^pc, 

(3) a^^b^^c^ = i. 

Si Ton porte les valeurs (2) de ^, j^, -S dans (1), on aura 

^^^ P ■" Aa^H- A'62-4- A'c^-t- 2B6C -^ib'ac -^ 'iB''ab' 

et l'on est conduit à chercher le maximum et le minimum de 

Aa^-hBb^-[- A''c^-h7.Bbc-^iS'ac-¥^iB''ab, 

En égalant sa différentielle à zéro, on a 

( 5) da(Aa 4- B'b -h B'c)-i- dbiB'a -h A'b -f- Bc) 

M- û?c(B'a -+- B6 H- A'c)= o; 

la formule (3) différentiée donne 

a da -h b db -h c de = o] 

en rajoutant à (5), après l'avoir multipliée par s et en égalant 
à zéro les coefficients de da^ db y de, on a. 

i(A~s)a-h B'b — B'c r= o, 
B'a-i-iA' -5)é>-4-Bc^o, 
B'a'T'Bb-h(A''—s)c = o. 

L'élimination de s fera connaître les valeurs de a, 6, c pour 

H 
lesquelles il y a maximum ou minimum. Mais la quantité -^ 

P 
ou, en vertu de (4), Aa^-}- A'a2 + . . . à rendre maxima peut 

se déduire des formules (6); il suffit de les ajouter après 

avoir multiplié la première par a, la deuxième par 6, la troi- 
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sième par c, ce qui donne 

H 



— — s = o ou p*=— . 



H 

s 



Il résulte de là que les axes sont donnés par la formule 
bien connue 



P* 


B' 


B' 


B' 


P' 


B 


B' 


B 


p' 



= o. 



VII. — Axes de la section plane d'un ellipsoïde. 

Nous montrerons encore comment la théorie des maxima • 
peut conduire à trouver les axes de la section faite par le 
plan 

(I) 

dans la surface 



Ix -f- my -h nz = o. 



(3) Aa7«-f- A>2-t- A'^2_|_2B7z-h2B'a7^-f-2B''arK = H 

ou 

/{x,y, z)z=o. 

Considérons dans la section un rayon vecteur p faisant avec 
les axes des angles ayant pour cosinus a, 6, c; on aura 

pV(a, 6, c)=H 
H 



ou 

(4) 

(5) 
(6) 



iï — 



la -h mb -+- ne = o, 



Si l'on égale dfk zéro pour en avoir le maximum, il viendra 



(7) 



- -^ da -\- - -^j db -^ - '- de = o; 
1 da 1 ou 1 oc 



hàxima et hinima. 
mais (5) et (6) donneront 

l da -^ mdb -¥■ ndc = o^ 
ada-^ hdh-\- cdc = o, 



36 1 



et, en appliquant à ces formules et à (7) la méthode des 
multiplicateurs, on obtiendra 



2 oa 



\ka = o, 



(8) 



< - -r\^ -\-km'\- ^0 = 0. 
1 00 

I df . 

- -;- -+- An -1- uc = o. 
'2 de ' 



Si l'on multiplie la première par a, la seconde par 6, la troi- 
sième par c, et si on les ajoute en observant que/ est homo- 
gène et du second degré, on aura (p. 221) 

/(a, 6, c) -h X(/a -h mb -4- ne) -\- \i.{a^-^ b^ -^ e^) — o, 

ou, en vertu de (4), (5), (6), 

H H 

Les formules (8) deviennent alors 



B^a-h I^A'— " ) 6^Bc-f-X/w = o, 
B'a-HBÔ-f- ('à''— " j c-hX/i = o, 

\ r / 

et, en éliminant a, 6, c, ). entre ces formules et (5), on 
obtient 



(9) 



P* 
B' 



B' 



B' 



A'-« 

P* 

B 



m 



B' 
B 



/ 



m 






= 0. 



n 



o 



362 CHAPITRE XII. 

L'élimination de X seul fournirait d'ailleurs des équations 
donnant a^ 6, c. 

On voit que Téquation (9) est du second degré en — ; les 

deux valeurs de p que l'on en déduira seront les demi-axes 
cherchés de la section. 

Si l'on veut trouver les sections circulaires, il faudra écrire 
que l'équation (9) à des racines égales. Nous retrouverons 
cette question plus loin sous une autre forme, et nous verrons 
un moyen simple d'exprimer la condition en question. 



Vin. — Digression sur une propriété des polynômes du second degré. 
Soit 

un polynôme du second degré non homogène à n variables ; 
il sera maximum ou minimum : 
i« Si l'on a 

1 ail a7|H- «12 ^j -^.. .-4- ûti«^/i-Hai — o, 

(0 j , 

c'est-à-dire, en désignant par A le déterminant 

^\ — ^11 ^îj • • • ^/i«î 

A \"* <^aii 

(2) 

\ / dl <)\ \ 

A \ dani àannj 

2° Si la différentielle seconde de ce polynôme reste toujours 

positive ou négative, c'est-à-dire si ^jZjjXjXj est décompo- 

sable en une somme de carrés de même signe. 

Ainsi un polynôme du second degré n'est pas toujours 
susceptible d'un maximum ou d'un minimum. 



^1 = — T ( ^1 ^----+-- • --^«/i -T— ) y 
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Pour trouver le maximum ou le minimum, on peut aussi 
décomposer le polynôme en carrés après avoir remplacé 

^\aiXi par ^^aiXiX et a par ax^^ et en supposant ensuite 

X = 1. Si alors on s'est arrangé de telle sorte que le premier 
carré contienne toutes les variables, le second toutes les 
variables moins une, etc., et que le dernier soit constant, en 
égalant chaque carré à zéro, excepté le dernier, ce dernier 
carré sera le maximum ou le minimum cherché, et les équa- 
tions écrites fourniront successivement toutes les variables ; 
mais cela suppose toujours que tous les carrés soient de 
même signe. 

Il est intéressant de calculer la valeur du maximum ou du 
minimum M quand il existe. A cet effet, il faut porter les 
valeurs (2) de ^«, ^2* • • • dans le polynôme du second degré 
dont on cherche le maximum ou le minimum ; en d'autres 
termes, il faut éliminer x^^ x^^ . . . , ^„ entre (i) et 



Si l'on rend ces équations homogènes, comme il a été dit, 
en remplaçant ^ g/ Xj par j^ajXjX^ gpara^^ etMparM^r^, 
si enfin on pose 

le calcul se réduira à éliminer x^ x^^ x^^ . . . , j:« entre 

. àf àf 

Or/= o peut s'écrire 

àf àf , àf 

OX\ 0X2 ox 

ou, en vertu des équations précédentes, 

àf 
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il faut donc éliminer ^i, ^2> . . . , ^n et a: entre 



ce qui donne 



àx ' dx\ ' 



a — M «1 «2 

••• ••• ••• 

an, dfii d/ii 



àf = 



dx 



o, 



n 



• • • ^/i 



. . . a 



/i/ï 



= o. 



Si donc on appelle D le discriminant ^=t aa^^a^^ "'^nni 



on aura 



M = - 



IX. — Réflezioiis au sujet des théories précédentes. 



Tout ce que nous avons dit au sujet de la recherche des 
maxima et des minima des fonctions suppose que l'on peut 
leur appliquer la formule de Taylor (réduite à ses premiers 
termes) pour des valeurs des variables voisines du maximum 
ou du minimum. Il ne faudra donc pas s'étonner que quelques 
maxima ou minima échappent à nos théories, et il y aura 
toujours lieu d'examiner si les valeurs de x^y, z^ . . ., qui 
rendent/(^, j^, z, . • .), ou l'une de ses dérivées premières 
discontinue, infinie, ou indéterminée, ne rendraient pas en 
même temps / maximum ou minimum. 

Nous allons montrer, par quelques exemples devenus clas- 
siques, l'importance de la remarque précédente. 

Problème I. — Trouver le maximum et le minimum du 
carré de la distance d^ un point à un cetcle. 

Prenons pour axes de coordonnées deux diamètres rec- 
tangulaires du cercle et le point donné sur l'axe des ^i 
soient / son abscisse et R le ravon du cercle. La distance 
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d'un point {x, y) an cercle au point donné a pour carré 

OU bien, en remplaçant jk^ par R^ — x^^ 

La dérivée de cette quantité étant — 2/, elle ne saurait 
s'annuler et l'on en conclut, avec raison, que la fonctiou 
l^ ~\-Vl^ — ^Ix n'a pas de maximum ni de minimum. Mais 
celte fonction n'est pas identique avec celle dont nous cher- 
chons le maximum. En effet, la distance du point donné à 
un point du cercle n' existe qu'autant que x est compris 
entre — R et + R, de sorte que la fonction à rendre maxima 
est discontinue : quand x varie de — R à -f- R, elle est égale 
à R2 -j- /2 — 2.lx\ quand x varie en dehors de ces limites, elle 
n'existe plus. Il y a donc lieu de se demander si à ^ = — R 
et à .r =: + R ne correspondrait pas un maximum ou un 
minimum. 

D'ailleurs, à proprement parler, x=^ — R^^ = -+-R ne 
fournissent pas de véritables maxima ou minima, en ce 
sens que, si l'on fait R^ -h l^ — 2lx ^= (f{x), on ne peut pas 
dire <p(R4-A) — ?(R) est indépendant du signe de h, 
puisque h ne peut être que négatif. Quoi qu'il en soit, il est 
commode de considérer f{x) comme étant maximum pour 
x=K quand cp(R-l-A) — f(R) est négatif, quelles que 
soient les valeurs que l'on a le droit de donner à /i, pourvu 
quelles soient assez petites. 

Voici une autre question assez curieuse proposée par 
M. J. Bertrand et résolue par lui dans le Journal de Liou- 
ville (1^* série, t. VIII, p. i56). 

Problème IL — Etant donnés trois points dans un plan, 
on demande de trouver dans ce plan un point tel que la 
somme de ses distances aux trois points donnés soit un 
minim,um. 

A priori y ce problème admet une ou des solutions. Soient 
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^o^M ^2j y2'i ^it yz les coordonnées des points donnés, 
x^y celles du point cherché; la quantité à rendre minima sera 

En égalant ses dérivées partielles à zéro, on a 

V^ X — x^ 

^^ I — - = o, 

\y—= ^y— y ^ =0. 

Si Ton appelle ai, aj, as les angles que les distances du 
point cherché aux points donnés font avec l'axe des a?, on a, 
au lieu des formules précédentes, 

cos «1 -f- cos «2 -h cos aj — o, 
sin «1 -f- sin aj-h sin aj = o. 

Éliminons l'angle a^, nous aurons 

'k H- 2(cosaiCOsa2 4- sinaisinas) = i, 
ou 

2[l-r- COSdi— Otj)] = 1, 
OU 

4cos«{(a,~aj) =1, 
ou enfin 

Cette équation exprime que la moitié de l'angle O que 
font les distances du point cherché aux points x^y^ et x^yt 

a pour cosinus ^. Cet angle est par suite égal à -^; on a donc 

Il est facile d'en conclure que le point cherché est à Tinter- 

section de trois segments capables de l'angle -r- décrits sur 

les côtés du triangle fermé par les trois points donnés. Ces 
segments se couperont en général car les équations (i) 
admettent en général^ une solution (d'ailleurs, la somme 

des angles, tels que O, faisant ensemble 3 -^- ou 211, il existe 



MÀXIMÀ ET MINIMÀ. 867 

en général un point O, tel que, si on le joint aux sommets 
d'un triangle, les droites ainsi menées font entre elles des 
angles égaux quand deux segments se coupent). 

Toutefois, pour que deux des segments en question se 
coupent, il faut, comme il est facile de le voir géométri- 

quement, que chaque angle du triangle soit inférieur à -^ > 

de sorte que les méthodes régulières ne fout connaître la 
solution que dans ce cas. Mais, si Ton considère les dérivées 
(i) et (2) de la quantité à rendre minima, on voit immédia- 
tement qu*elles deviennent indéterminées pour x=^ x^ et 
y^^y^^ ou pour ^r = ^2? JK =J^2> ^^ enfin pour x = x%^ 
y =.y^.ie dis qu'elles sont réellement indéterminées; en 
effet, on a 

et, pour X = Xij y ^=yi, cette expression est indéterminée, 
car le rapport ^~~-^^ est arbitraire, ^ et v étant tout à fait 

'^ '■ X — Xi 

indépendants l'un de l'autre. 

11 y a alors lieu de se demander si les points donnés ne 
répondraient pas au minimum cherché, et, comme le pro- 
blème a évidemment une solution, c'est le sommet corres- 
pondant à l'angle obtus du triangle des trois points qui 
répond à la question. M. J. Bertrand donne d'ailleurs une 
preuve élémentaire directe de cette assertion. Nous laissons 
au lecteur le soin de la chercher. 



EXERCICES ET NOTES. 

1. Le plus petit polygone d'un nombre de côtés donnés, circon- 
scrit à un cercle, est régulier. 

2. Le plus grand polygone d'un nombre de côtés donnés, inscrit 
dans un cercle, est régulier. 
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3. De tous les polygones d'un même nombre de côtés et de même 
périmètre, le plus grand est régulier. 

4. Le maximum de x°^y?zy, si j:-hjr^z est constant, a lieu 
quand 

X _ y _ z 

lors même que a, p, y ^^ ^^^^ P^^ entiers. 

5. Trouver un point tel que la somme des carrés de ses distances» 
à des plans fixes, ou à des droites fixes, soit minimum. Le point 
cherché est le centre de gravité des pieds des perpendiculaires 
abaissées de ce point (cherché) sur les plans ou les droites. 

6. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux faces 
d'un tétraèdre soit un minimum (c'est le centre de gravité du 
tétraèdre). 

7. Trouver un point tel que le produit de ses distances aux arêtes 
d'un tétraèdre soit un minimum (employer des coordonnées tétraé- 
driques). 

8. Le triangle d'aire maxima, ayant ses sommets sur les côtés d'un 
triangle donné, a en apparence pour sommets les milieux des côtés 
de ce triangle. 

9. Le tétraèdre de volume maximum, ayant ses sommets sur les 
faces d'un tétraèdre donné, a en apparence pour sommets les centres 
de gravité des faces du second tétraèdre. Mais ce ne sont pas là de 
véritables maxima. 

iO. Le triangle de périmètre minimum, ayant ses sommets sur les 
côtés d'un triangle donné, a ses sommets aux pieds des hauteurs de 
ce triangle. 

il. Inscrire un triangle maximum dans l'ellipse (il y a une infinité 
de solutions), ou un tétraèdre maximum dans l'ellipsoïde. 

12. Circonscrire un triangle minimum à l'ellipse. 

13. Circonscrire une ellipse minima à un triangle. 

11. Par un point donné on propose de faire passer un plan qui 
détache dans un trièdre trirectangle un tétraèdre de volume minimum. 
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15. Par un point intérieur à un paraboloïde elliptique, on demande 
de faire passer un plan qui détache un segment de volume minimum. 

16. Par une droite donnée on demande de faire passer un plan qui 
coupe un ellipsoïde suivant une section d'aire maxima. 

17. Étant donné un segment de paraboloïde elliptique terminé par 
un plan perpendiculaire à l'axe, on demande d'inscrire dans ce seg- 
ment un parallélépipède de volume maximum. Ce parallélépipède est 
supposé rectangle et droit, ses côtés sont parallèles aux axes de 
l'ellipse qui sert de base au segment et à l'axe du paraboloïde. 

18. De tous les tétraèdres ayant des bases superposables et même 
hauteur, quel est celui dont la surface totale est la plus petite? 

19. Plusieurs fonctions symétriques de x^ y^ z^ ... restant con- 
stantes, une autre fonction symétrique de a?, y^, z^ ... est maxima ou 
minima quand les variables x^y^ z, ... sont égales entre elles. 

(Gauchy.) 
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CHAPITRE XIII. 



SUR LES VALEURS DES FONCTIONS QUI SE PRÉSENTENT 

SOUS UNE FORME SINGULIÈRE. 



I. — Préliminaires. 

Si une fonction /(:r) est mal déterminée pour ^ = a, je 
conviendrai d'appeler /(a) la limite vers laquelle tend/(^) 
quand x tend vers a. Pour effectuer cette détermination, on 
a souvent fait usage d'une formule que nous allons établir et 
qui peut être utile dans bien des circonstances. 

Soient/(:r) etF(a;) deux fonctions d'une variable, aux- 
quelles nous supposons que Ton puisse appliquer le théorème 
de Taylor. Posons 

nous en concluons 

/{a -t- h)— F ¥(a -4- h) = o 

ou, par la formule de Taylor, 

/(aj-,-PF(aM-A[/(a)-PF'(a;K... 

A» 



i .1. . .n 



[/«(a-f-6/i) — PF«(a-f-6A)]=o; 



tirant P de cette équation et ayant égard à ^i), on a 

(a-r-n) Y{a)^--hY\a)-^-^Y\a)-^,..-^ — F«(a-i-6A) 

1.2 1.2. . ./i ^ ' 
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Le développement direct du numérateur et du dénomina- 
teur n'aurait pas permis de supposer à 6 des valeurs égales dans 
ces deux termes. 



II. — Valenr d'une fonction d'une variable qui se présente 



sons la forme 2 . 

o 



Ouand une fonction est de la forme ~ — r> son numérateur 

et son dénominateur peuvent s'annuler à la fois pour j: == a; 
sa valeur pour x ^^ a est la limite vers laquelle elle con- 
verge quand x tend vers la valeur a pour laquelle on a 
à la fois/( «) = o, F(a) ^= o. Le moyen le plus sûr de trou- 
ver cette limite est de remplacer/(x) et F(^) par des déve- 
loppements en série, développements qui mettent en évidence 
certains facteurs convergeant vers zéro pour x ^= a^ que l'on 
peut supprimer au numérateur et au dénominateur. On a, 
par exemple, 



X — 



sin^-T ^ ^.•>..'^ 



î ('-7X3^----) 



.2 



I — cosa: x^ x* i x^ 



i .'1 1.2.3.4 I • '-^ j . 2 . 3 . 4 

donc, pour :c = o, 



sin^j: 



lim — ^ = 1. 

I — cosa" 

On a voulu régulariser ce procédé; malheureusement la 
règle, dile de U Uospitaly que nous allons faire connaître, ne 
saurait être appliquée sans précaution aux expressions de 

la forme -> et la précaution à prendre consiste précisément à 

vérifier si certains développements sont possibles. 

La formule démontrée au paragraphe précédent peut se 
réduire à 
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Supposons que Ton ait f{a) = o, F (a) = o ; il viendra 

f {a-^h ) ^ f(a-^^h) 
F(a-f-A) F'(a-H6/i)* 

Si Ton fait tendre h vers zéro, le premier membre a la 

même limite que p.- pour x =^ a, le second a la même li- 

mite que p— /— pour x = a\ donc 

F(ic; F (ic) 

par suite, si ^7^^ — est une quantité connue, bien déterminée, 



on aura la limite de —z — en prenant le rapport des dérivées 

{X) 



de ses termes pour x =^ a\ si ^ — - se présentait lui-même 

r (x) 



sous la forme -> on lui appliquerait la règle que nous venons 

de trouver, et ainsi de suite. Telle est la règle de L'Hospital. 
Comme on le voit, l'application de cette règle suppose 
f{x) et F(^) développables par la formule de Taylor. Il 
faudra donc, avant de l'appliquer, examiner si les développe- 
ments de /(;r ) et de F (^ ) en série sont possibles : alors à quoi 
bon la règle? En second lieu, il arrive souvent que /'(or), 
f"{x)^ ..., F'(:c), F"(^), ... sont tous nuls et la règle 
tombe encore en défaut. Dans ce cas, en ayant recours à 
d'autres développements que ceux qui sont fournis par la for- 
mule de Taylor, on a souvent la solution rapide de la ques- 
tion. Ainsi, par exemple, 

— 

{x — a)^ 

est évidemment égal à y/2 a pour ^ = a, ainsi qu'on peut le 
voir en mettant x^ — a^ sous la forme {x-\-a){x — a); 
l'application de la règle de L'Hospital donne 

,. xix^—a'^) 2 ,. i{x — a)^ 
lim — ^ —^ = lim j ; 

\{x — a)"i x{x^ — a^j^ 
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mais le second membre est encore - pour ;r = a, et Ton com- 
prend qu'il en sera toujours de même indéfiniment. 
Considérons encore l'expression 

1 



X — ip'cos - 

X 



sin^r 



On voit facilement que, pour a: = o, cette expression a 
pour limite l'unité, car elle se décompose en 

X X \ 

: — X cos - : 

siniF siiiic X 

X • • I 

or-: — ayant pour limite i, et cos- étant toujours com- 

pris entre — i et -h i , la limite de notre expression est bien i . 
La règle de L'Hospital conduit à chercher la limite de 

i . I 

I — IX cos sin - 

X X . .1 
ou de I — sin - > 

COSiF X 

qui est tout à fait arbitraire entre les limites o et 2. 

Il est assez curieux de voir que, dans certains Cours, on 
applique la règle de L'Hospital en faisant ces remarques, et 
qu'on cherche à donner une nouvelle démonstration de la 
règle pour le cas où a = oo . Voici cette démonstration : 

lim 5^,— s (pour iF = 00 ) = lim — - — - pour x = o\ 
ainsi 

,. f{x) ,. -^'[xjy:^) 

pour a? = 00 liniT^ — r = hm ; — ^^ — pour a? = 

ou 

lim ;V7— ( = lim ifA—i pour a: = 00 . 

Appliquons, comme on le fait dans quelques livres clas- 
siques, la règle de L'Hospital à la recherche de la limite 
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de -3^ pour x r= oo , m désignant un entier >- o ; nous avons 



g—X i>—X 

lira = lim 



en changeant m en m — i, m — 2, . . . , nous trouverons, 
pour m entier, 

lim = lîme-^i .2.3. . .m ~ o. 

Ce résultat est exact, mais le raisonnement qui y conduit ne 
Test pas; en effet, reconstituons, pour notre exemple particu- 
lier, la démonstration delà règle: nous serons conduits à cher- 

'_! 

cher la limite de —j- pour ;r = o; mais nous ne sommes pas 

en droit d'appliquer à cet exemple la formule démontrée 

au paragraphe précédent, cette formule supposant elle-même 

1 
que Ton peut appliquer à e. •*" le théorème de Taylor. On a 

au contraire très simplement 

ç-x x^ .r'" ï 



X~"^ C'^ X^ ^-//z _^ -j.-m r-1 

I I «^ r~ r ... 

1.2 

est donc l'inverse de 

rf^-tn. I /jr«— /W-t-I l_ I -4— 

1 . '2 . 3 ... a 

qui croît indéfiniment avec x\ donc la limite de — ^est zéro, 

et ce fait est prouvé pour les valeurs fractionnaires ou in- 
commensurables de m. 



III. — Vraie valeur des fonctions qui se présentent 



sous la forme — 

00 



Si, pour :r = a, /(^) et F(a;) sont infinis, la fraction —■ — - 
prend la forme - ; il est facile de ramener ce cas d'indéter- 
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mînation à celui que nous venons d'examiner, en écrivant la 

f(x) 
fonction '^ ,—7 sous la forme suivante 

I 
I 



et en lui appliquant la règle de L'Hospital, qui donne 

hm ;;;— . = lim ; 

^^""^ y f'(x) 

f(x) 
d'où Ton conclut, en supposant limp.. — finie et différente 

de o, 

Iim 1, - — Iim f., <— • 

¥{x) F(^:r) 

Lorsque ^ est nul, on tourne encore la difficulté en cher- 

^ F {x) ' 

chant. la limite de ^^- — ^- qui est k; on applique la 

règle à cette fraction et Ton trouve 

f'(x)-^kF'(x) 
V\x) 

donc ^^7 — est bien éeral a o comme i^— • 

Nous ne ferons pas d'applications de cette règle, mais 
nous résoudrons quelques questions dont l'importance sera 
mise en évidence un peu plus loin. 

Théorème I. — La limite de —^ pour x =^ co , quand 
^ >> I, est toujours infinie. 

En effet, on a 

I 1.2 

a étant supérieur à i, loga est positif; donc, dans le dévelop- 
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pement de a-^, les termes croissen t indéfiniment et il s'en trouve 
de supérieurs à x"*"^* . Si Ton divise ces termes par a:"*, on ob- 
tient encore un résultat indéfiniment croissant avec x ; donc 

la limite de — - pour a? = 00 est infinie. 



Corollaire, — La limite de ,, — » pour ^ = 00 , est in- 

(log^)'" ^ ' 

finie, ce dont on se convainc aisément en remplaçant z 

par eP^, 

Théorème IL — La limite de — ^ > m étant positifs est 

Su 

nulle pour ;r = o. 

En effet, posant ^ = e", on a à chercher la limite de 

u 

— : — pour a = — 00 

g— mu '^ 

OU de 

u 



pour a = 00 ; 



pmu 

cette limite est zéro, car celle de est infinie, comme on 

l'a vu. 



IV. — De quelques autres cas dlndétermination apparente. 

Les expressions qui se présentent sous la forme o x 00 , 
telles que le produit /(;r) F(^) dont les facteurs sont l'un nul 
et l'autre infini pour x = a^ se ramènent aux cas précédents 
en les écrivant ainsi 



[fi^j] 



-1 



Exemple. — Limor'^log^ pour a: = o est égal à la limite 
de —^ y c'est-à-dire à zéro si m >> o. 

Les expressions de la forme X — 00 , telles que /(^r) — F(^)i 
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dans lesquelles on ^f{a) r= oo , F(a) = oo , se ramènent aux 



formes - comme il suit : 
o 



/(.)-F(.)=/(.)[.-^Jg] 



Si, après avoir calculé la limite de -j..— , > on trouve une limite 

différente deTuniléjOn en conclut que/(^) — F(^) est infini; 
sinon on est ramené à une expression de la forme o x oo . 

Les expressions qui se présentent sous la forme i*, o" 
et qui proviennent d'une expression telle que [F(^)]'^^^^ se 
ramènent à des expressions plus simples en prenant leurs 
logarithmes. 



V. — Théorème de Canchy. 

Nous ne pouvons passer sous silence un théorème remar- 
quable de Cauchy, à cause de son importance dans la théorie 
des suites. 

Théorîîme. — Si, pour des valeurs croissantes de x, 

converge vers une certaine limite, - — con{?er géra vers la 

même limite, et Von est sûr quHl converge vers une limite 
unique. 

En effet, soit / la limite de f{x -h i) — /(^) ; quand x sera 
assez grand, on pourra écrire 

Lorsque^ croîtra, e ne dépassera pas une quantité donnée a, 
si petite que l'on voudra; on peut donc écrire 

/(^-4-l)-/(^)=/±E, 
f{x-r-i)—f{x-f-\)= l±:t\ 



f{x-\- n)—/{x -\-n — i)= lz=L £('*-l^ 
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S, e', e", . . . étant moindres que a; si Ton ajoute ces équa- 
tions, on trouve 



et 



f{x-^n ^ -f{x) ^^ ^ jj^ ^ 



n 



2 



n 



— est moindre en valeur absolue que a; désignons-le par to 



nous aurons 



ou 



f{x --n) — /(a:) = (/ -1- (jd)/i 



f{x — n) /(x) _ / — w 
X -:- n X r- n X -r- n 



f(x) 
On peut toujours prendre n assez grand pour que - — - 

X ' il 

soit moindre qu'une quantité donnée et, par suite, sa limite 

j elle est 



X -X- n 



pour n = oo est zéro; quant à la limite de 
l'unité; donc, en passant aux limites, on a 

,. f(x-^n) - 

lim î^-^ = l pour n — 00 , 

X -r- n ^ 

ou, ce qui revient au même, 

lim-^^-^ — =\\mf(x-i-i)—/(x) pour ic — 00 



Corollaire I. — Remplaçons /(oc) par log(p(x); nous 
aurons 

cp(a: -i- i) 



lim log[cp(r)]* — limlog 



ou bien 



<^(X) 



1- / \i 1- ?C^-^i) 



Corollaire IL — Considérons la série 

cp(i)-f-cp(2)-f-cp(3)-H.. .-h<p(a7) -h. . .; 
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on sait qu'elle est convergente quand 

lim * — 
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^{^■) 



<i. 



On en conclut qu'elle est également convergente lorsque 

1 
limcp(:r)"^ < I ; 

ce qui peut d'ailleurs se démontrer directement. 

Corollaire III. — Si, pour des valeurs croissantes de ^, 

/{x H- i) — /(^) est infini, — — le sera aussi. En raisonnant 

ce 

comme précédemment, on prouvera que ''— — peut 

/* / ,y» -4— 11 \ 

être pris plus grand que toute quantité donnée et que - — - 
dépasse toute limite. 



1. On a 



pour a? == 00 
2. On a 



pour 771 = 00 

3. On a 



pour m = 00. 



EXERCICES ET NOTES. 



lim 



X 



i\-^xY — e -'- 



lim 



ex 

'JL 



e 

— > 
'1 



1 1 



x^ 



= ^i'' 



lim I COS —;—. ) = e ^ y 



lim COS"* — = I 



4. L'expression \ x -^\' x -t-\Jx -^. . . a-t-elle une limite quand le 
nombre des radicaux augmente indéfiniment? Si cette limite existe? 
on demande de la calculer. 
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5. Construire les courbes ayant pour équations 

y =-: x\ogx, 

loaro? 

-^ X 

y — a7-^-f- x^ 
yx — ^r. 

6. Trouver, quand elle existe, la limite de x 

7. Considérons une série de la forme 



x^ 



• • • * 



si l'on a, pour m = oo , 

lim/n^ > I, 

la série est convergente; si au contraire cette limite est plus petite 
que I, la série est divergente. Si cette limite est i, on considérera 
l'expression 



m- ^^ —I Jogm, 

L 9{^) J "" ' 



et, suivant que sa limite sera > i ou < i, la série sera convergente ou 
divergente; si la limite est i,on considérera l'expression 

(AuGusTus DE Morgan.) 

8. La série^ dont le terme général est — - — r^ est convergente si, pour 

d^9 ... ^ 

n = co , -j—^ a une limite différente de zéro et si cp (n) = o n'a pas de 

racines entières. (Grolous.) 

9. La série dont le terme général est — — - est convergente si A*cp(/i) 
est constante ou croissante (A/i = i). (Emile Lemoine.) 



NOTES. 



NOTE I. 

Pendant longtemps on a admis sans démonstration que 
toute fonction continue a une dérivée; et, par le fait, 
bien que cette proposition ne soit pas évidente, elle doit être 
considérée comme le postulatum fondamental de la Méca- 
nique, de la Physique mathématique et de toute application 
des Sciences mathématiques (^). 

Ampère et Duhamel ont essayé de prouver que les fonc- 
tions continues ont des dérivées, mais leurs démonstrations 
prouvent seulement que ces dérivées ne peuvent être toujours 
nulles ou toujours infinies, rien de plus. Longtemps on a cru 
établir,'dans fes Cours, l'existence de la dérivée, en montrant 
que l'ordonnée d'une courbe continue avait pour dérivée, par 
rapport à l'abscisse, le coefficient angulaire de la tangente; 
mais il est clair qu'un fait purement analytique doit pouvoir 
s'établir indépendamment de toute considération géomé- 
trique, et, aujourd'hui, on est encore sans preuve irréfutable 
de l'existence de la dérivée des fonctions continues. 

Il y a plus, Hanckel, en 1870, a essayé de former de toutes 
pièces des fonctions continues n'admettant pas de dérivées ; 
la fonction représentée par la série suivante serait dans ce cas : 

sin2!a7 sinSÎJ? 9\x\n\x 

sina7H 1 



I 2! ^n — i;! 

Ces théories ont été réfutées par M. Gilbert {Bulletin de 
l^ Académie des Sciences de Belgique, 2^ série, t. XXXV) ; 

(') On se figure difficilement ce que serait une courbe sans tangentes, 
un mouvement sans vitesse, un cours d'eau sans débit, etc. 
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maïs M. Darboux {Annales de V Ecole Normale, 2* série, 
t. IV et VIII) a repris la question et a cru devoir donner 
raison à M. Hanckel. La question, à notre avis, est encore 
dans le domaine de la métaphysique; quoi qu'il en soit, nous 
avons eu soin, dans ce Traité, de toujours démontrer Texis- 
tence des dérivées 'que nous cherchions ; nous ne nous 
sommes abstenu d'observer cette règle que dans des cas fort 
simples, quand il s'est agi par exemple des fonctions inverses, 

en faisant remarquer que, quand — a une limite, — - en a une 

aussi. Toutefois, pour ne laisser aucun nuage dans l'esprit du 
lecteur, nous allons montrer dans celte Note comment on 
peut trouver directement la dérivée d'un quotient de deux 
fonctions u et i^ de :r et la dérivée de arc sinj:. 



Dérivée de -• — On a 

Il . / u -' lu n\ 

A - ; A^ rrr — ) ', \x 

ç \ (^ -- Ai^ V / 



lu Ap 

\x Ix 



= ' ^ • — "\- ) '-^(^-^^V): 



et, en passant aux limites, 



^ ' vu — //(' 



Dérivée de arc sin;r. — On a, en supposant Ajc := A, 

A arc sin .r a rr sin f .r -^ h) a rc si n .r 
Ix h 

_ a rc si n [( a? -J- /i ) i/ r — .r* — x s/ 1 --{x -+- h)^] 
- h ' 

et, en passant aux limites et observant que le rapport d'un 
arc à son sinus a pour limite i , 

( arc siniF) — lim j 

h 

~ nm p \ ' , 

[{Xf-h)\/i~-x^-hx\/i~^x-±- hy]h 
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c'est-à-dire, réductions faites, 



(arc s'in or y — — — 



I 



/i — ar2 
On trouverait d'une façon analogue la dérivée de arc tangj?. 



NOTE IL 

Le théorème de M. O. Bonnet^ que Ton appelle souvent 
théorème de Bo lie et ([ue nous avons démontré (p. yS), repose 
sur un principe que nous avons admis, parce qu'il ne nous 
était pas venu à l'esprit qu'on pût le contester; l'objet de 
cette Note est de démontrer ce principe, qui peut s'énoncer 
comme il suit : 

Si une fonction f{x), continue quand x varie entre a 
et b^a (y compris ces limites, bien entendu)^ s^ annule 
pour X =^ a et x^=^b, sans rester constamment nulle, elle 
passe dans Vintervalle a, b par un maximum ou par un 
minimum^ c^ est-à-dire par une valeur f{c.. c désignant 
un nombre compris entre a et 6, telle que, h étant moindre 
qu^une quantité suffisamment petite, les quantités 

f(c-^h)-f{c) et /(c-h)-f(c) 

soient toujours de même signe. 

Supposons, pour fixer les idées, que, x croissant à partir 
de a, f{x) prenne des valeurs positives; il est incontestable 
que/(;r) étant continu ne croîtra pas au delà de toute limite, 
et qu'il existera une valeur m positive, que f{x) ne pourra 
pas dépasser, telle toutefois que f{x) pourra dépasser toute 
valeur m — e moindre ; la question est de savoir s'il existe 
une valeur c de x^ telle que l'on ait 

f{c)= m. 

Or, si/(^) peut s'appa^ocher autant qu'on le veut de m, c'est 
que f{x) tend vers la limite m, quand x tend vers une cer- 
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laine valeur c, et je dis que l'on a précisément f{^c)^= m. 
En effet, f{x) doit avoir une valeur bien déterminée pour 
x = c, sans quoi il serait discontinu pour x=^c\ ensuite, 
cette valeur ne peut être que m; car, si elle différait de m, 
f{x) n'aurait pas pour limite m pour a? = c, et ne serait pas 
continu pour cette valeur de x. 

La formule de Taylor, comme nous l'avons vu, peut être 
appliquée lors même que l'on ne serait pas certain que la der- 
nière dérivée employée pour former le reste est continue. Cela 
résulte du théorème de M. Bonnet; toutefois la formule de 
ïaylor appliquée au développement Ae f{x-\-h^ y -\-k^ • • •)' 
lorsque les dérivées employées pour former le reste ne sont 
pas continues, doit affecter la forme suivante, où o < 8 << >> 



1 .2.3. . .(^/i -r- 1) ydt"'-^ 



.^^-f{x + ht,y + kt, .-Oj^^g, 



qui peut n'être pas tout à fait celle qui est explicitement 
donnée page 142, parce que la formule qui donne la dérivée 
d'une fonction composée suppose les dérivées partielles de 
cette fonction continues. Mais le reste est toujours d'ordre 
n -\-i (p. 81 et 82), et c'est là l'essentiel. 
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